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Aufgabe 18 System identischer Teilchen

In der Quantenmechanik wird ein System aus N identischen Teilchen durch einen Zustands-
vektor |[¥y) € Hy = ®,]1V:0’H(”) beschrieben, dessen Ortsdarstellung gegeben ist durch

UN (7L, o, ) = (F1, oo, TN UN)
Ausgehend von einer orthonormierten Basis |«) des (Einteilchen-)Hilbert Raumes H ldfit sich
eine kanonische Basis,

|1y an) = |an) ® faz) ® ... @ |ay) |
des N-Teilchen Hilbert Raums Hy konstruieren, die orthogonal und vollsténdig ist, d.h. fiir
die folgende Relationen gelten:

N
(al,...,ozN\all,...,a/N):H(sai,a; und Z |a1,...,aN)(a1,...,aN| =1.

=1 Q] 4oy LN
Fiir einen beliebigen N-Teilchenzustand gilt dann
|‘1JN> = Z Cal,...,OzN ala-'-aaN)
QY y..., N
bzw.
\IJN(T_'L "'7F2) = Z Calaﬂ-vanOél (Fl) oy (FQ) Tt waN('FN) .
A1y, N

In der Natur kommen allerdings nur beziiglich Teilchenpermutation symmetrische (Bosonen)
bzw. anti-symmetrische (Fermionen) Zustédnde vor. Das ist zum einen ein empirischer Fakt
und folgt zum anderen aus dem sogenannten Spin-Statistik Theorem. Definieren Sie

1
lar,..,an} = WZCP’(XPL ;apy) = VN!Prglag, ...,an)
P

mit Pg dem Symmetrisierungs- (( = 1) und Pr dem Antisymmetrisierungsoperator ({ = —1).
P ist die Paritdt der Permutation, d.h. die Anzahl der Vertauschungen, die nétig ist, um
P1,...,PN nach 1, ..., N iiberzufiihren.

a) Zeigen Sie, dass Pr g ein Projektionsoperator also idempotent ist und driicken Sie die
Vollsténdigkeit in # mit Hilfe der Zusténde |y, ..., an } aus.

b) Normieren Sie die Zusénde |aq,...,ay} und nennen Sie die so erhaltenen Zusténde
|ty ooy ).

¢) Berechnen Sie das Uberlappintegral (Fl, ey TN|Q1, ..., @) und interpretieren Sie das Re-
sultat. Was ergibt sich fiir das Skalarprodukt (51, ..., Bn|aa, ..., an)?

d) Betrachen Sie nun einen n-Teilchen Operator

1
R|Oél,...,OéN) = m Z Ril’“_,in|a1,...,a1\/)

T 1<iyFig#t. FEin <N
und berechnen Sie das Matrixelement (ﬁl, o, BN|R|a1, .y aN).

Was ergibt sich fiir (,Bpl, ...,,BPN|R|Oép1, ...,apN>?



Aufgabe 19 N-Fermionen in einer Dimension

Betrachten Sie ein System aus N spinlosen Fermionen der Masse m, die in einem harmonischen
Oszillatorpotential V(x) = kz?/2 eingeschlossen sind und iiber ein repulsives §—Potential
miteinander wechselwirken. Die potentielle Energie des N-Teilchensystems ist also

N
k A .
V(zy,...,zNn) = 5 fo + 525(331 — ;) mit kE,A>0.
1=1 i#]
a) Stellen Sie die stationdre Schrédinger Gleichung auf und bestimmen Sie die drei niedrig-
sten Energieeigenwerte und deren Entartung. Benutzen Sie dazu die normierten Wellen-

funktionen 1, (x) des harmonischen Oszillators. Wieso lassen sich die Energieeigenwerte
(und Zusténde) dieses speziellen wechselwirkenden Systems exakt angeben?

Hinweis: Betrachten Sie die Wechselwirkung zunéchst als Stoérung und zeigen Sie dass
wegen der Antisymmetrie der N-Teilchen Wellenfunktionen alle Matrixelemente der
Storung verschwinden. Also ....

b) Berechnen Sie den Erwartungswert Zf\il z7 fiir die drei in a) bestimmten Zustéinde.

Hinweis: Nehmen Sie das Virialtheorem zu Hilfe.



