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Aufgabe 9 Dirac-Gleichung in Foldy—Wouthuysen-Darstellung

Leiten Sie die in der Vorlesung angegebene FOLDY-WOUTHUYSEN-Darstellung der DIRAC-
Gleichung her, indem Sie die Transformationen

2l s gl s g/l
H — H" — H

durchfiithren und die entstehenden Terme explizit berechnen.

Aufgabe 10 Dirac-Gleichung fiir das Coulomb-Potential

In der Vorlesung sind die folgenden Relationen fiir die Radialanteile aus der zeitunabhéngigen
Dirac-Gleichung abgeleitet worden:

Za dF, 1\ F
(E m0+)GLJ() ﬁJ:F(J+2>7f" fiir J = L+1/2,

Za dG 1\ G
<E+m0+>FLJ() de:F<J—|-2>fJ fir J=L+1/2.

Nach den Substitutionen mit

Vmi — E? = \/ajag,

p=ro, k==x(J+1/2), a=Z«a

ar=mog+FE, as=mg—F,

erhilt man



Zur Losung der Gln. (3) macht man den Potenzreihenansatz:

g=plaot+aip+...), [f=p"(bo+bip+...), (4)

mit ag # 0 und by # 0. Setzen Sie Gln. (4) in Gln. (3) ein und zeigen Sie explizit die
folgenden Rekursionsrelationen fiir v > 0:

(s+v+ k)b, —b,_1 +aa, — %a,,,l =0,
a (5)

(s+v—kK)ay, —a,—1 —ab, — %by,l =0.
o

Setzen Sie v = 0 und zeigen Sie unter Ausnutzung von Gln. (5) die Relation s =

VK2 — a2
Zeigen Sie die Relation

bylo(s+v+kK)+a@) =a,[az(s+v—k)—0oa] . (6)

Zeigen Sie, dass sich die Reihen ) a,p” und ), b,p" fiir grofie v > 1 asymptotisch
wie €2 verhalten. Weil die Losung der Gln. (2) fiir groBe p beschrinkt ist, miissen die
Reihen abbrechen. Wir nehmen an, dass die beiden ersten verschwindenden Koeflizienten
an+1 = byi1 = 0seien. Bestimmen Sie die Abbruchbedingung und setzen Sie diese in die
Gl. (6) ein. Losen Sie das Ergebnis nach E auf, bestimmen Sie die zur Hauptquantenzahl
N zuldssigen (ganzahligen) Werte von k, und zeigen Sie schlieBlich die Energieniveaus
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A
= moc® |1+ a - . (7)

L - T+ )+ D) - (2e?)




