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1 MotivationDer Tunnele�ekt eines nihtrelativistishen Teilhens durh eine Potentialbarriere war ei-ner der ersten Anwendungen der Quantenmehanik und ermöglihte die Erklärung desAlpha-Zerfalls [1℄ und der Feldemission [2℄. Er erlaubt den Übergang eines Teilhens zwi-shen zwei klassish erlaubten Bereihen durh eine klassish undurhdringbare Barriere.Die Transmissionswahrsheinlihkeit für das Teilhen nimmt dabei exponentiell mit derHöhe und Breite der Barriere ab. Für eine Stufe, d.h. eine unendlih breite Barriere, ver-shwindet die Transmission entsprehend der Erwartung, dass ein Teilhen nur endlih tiefin einen klassish verbotenen Bereih eindringen kann [3, 4℄. Im Gegensatz dazu fand OskarKlein 1929 für massive Elektronen, die der relativistishen Dira-Gleihung genügen undmit einer Energie E auf eine Potentialstufe der Höhe P > E tre�en, dass ein Bruhteilder Elektronen für m2 < E < P − m2 transmittiert wird [5℄. Die Beobahtung diesesKlein-Tunnele�ektes ist nur möglih, wenn der Potentialabfall ≈ m 2 über der Compton-Wellenlänge ~

m  ist [6℄. Dies kann beispielsweise durh ein starkes elektrishes Feld derGröÿenordnung 1016 Vm , oder durh andere, experimentell shwer umsetzbare Bedingungenrealisiert werden. Aus diesem Grund war ein direkter experimenteller Nahweis des Klein-Tunnelns lange Zeit nahezu unmöglih [6℄.In Graphen - einer zweidimensionalen Shiht aus Kohlensto�atomen, die ein Bienenwaben-gitter bilden - haben niederenergetishe Elektronen eine lineare Dispersion. Zustände mitEnergie E > 0 gehören dabei zum Leitungsband und Zustände mit E < 0 zum Valenzband.Dieses pseudorelativistishe Verhalten der Elektronen ermögliht die Beshreibung niede-renergetisher Elektronen mit einer masselosen Dira-Gleihung, in der ein Pseudospin dieZugehörigkeit des Elektrons zu einem der beiden Untergitter des Bienenwabengitters an-gibt. Die Existenz oszillatorisher Zustände mit negativer Energie und die Erhaltung desPseudospins ermöglihen das Klein-Tunneln in Graphen, welhes eine groÿe Ähnlihkeitmit dem Klein-Tunneln massiver Elektronen aufweist [5, 6, 7℄. Erste experimentelle Hin-weise für das Klein-Tunneln in Graphen wurden bereits beobahtet [8, 9, 10, 11℄.In dieser Arbeit geben wir einen Überblik über die Klein-Tunnele�ekte in Graphen anebene Stufen und Barrieren [6, 7℄ und betrahten den bisher niht untersuhten Fall desKlein-Tunnelns an einer kreisförmigen Potentialstufe.Die Arbeit ist folgendermaÿen gegliedert. In Abshnitt 2 zeigen wir die harakteristishenE�ekte für das Klein-Tunneln massiver Eleketronen mit einer zweidimensionalen Dira-Gleihung. Abshnitt 3 führt die Beshreibung niederenergetisher Elektronen in Graphenmit einer masselosen Dira-Gleihung ein. In Abshnitt 4 besprehen wir die Streuungvon Elektronen in Graphen an ebenen Stufenpotentialen und geben einen detailliertenÜberblik über die auftretenden Klein-Tunnele�ekte. In Abshnitt 5 untersuhen wir dieKlein-Tunnele�ekte an einer kreisförmigen Potentialstufe. Abshnitt 6 gibt eine Zusam-menfassung der Ergebnisse.
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2 Klein-TunnelnAls Erstes werden wir mit Blik auf das Klein-Tunneln in Graphen das ursprünglih for-mulierte Problem des Klein-Tunnelns rekapitulieren [5, 12℄. Dazu muss zunähst eine Vor-betrahtung der Dira-Gleihung und dem dazugehörigen Wahrsheinlihkeitsstrom vorge-nommen werden [13℄.2.1 Dira-GleihungFür ein freies relativistishes Teilhen gilt die Energie-Impuls-Beziehung
E2 = m2 + p2. (2.1)Die quantenmehanishe Beshreibung eines relativistishen Spin 1/2 - Teilhens gelingtmittels der Dira-Gleihung, deren Form analog zur Shrödinger-Gleihung durhi ∂
∂t
ψ = HDiraψ (2.2)gegeben ist. Damit Lorentz-Kovarianz gesihert ist, muss HDira linear in p sein. Es bietetsih daher der Ansatz

HDiraψ = (−iα∇+ βm)ψ = Eψ (2.3)an, in dem α und β noh unbestimmte Gröÿen sind. Diese lassen sih unter Ausnutzungder relativistishen Energie-Impuls-Beziehung (2.1) bestimmen. Einerseits gilt wegen Glei-hung (2.1)
H2Dira = p2 +m2 = −

3∑

k=1

∂2k +m2, (2.4)wobei ∂k = ∂
∂xk

. Andererseits gilt wegen Gleihung (2.3)
H2Dira = −

∑

k

α2
k∂

2
k −

∑

k<l

(αkαl + αlαk) ∂k∂l − im∑
k

(αkβ + βαk) ∂k +m2β2. (2.5)Durh den Vergleih von Gleihung (2.5) mit Gleihung (2.4) folgen nun Bedingungen an
αk und β:

α2
k = 1, {αk, αl} = 0 für k 6= l, {αk, β} = 0, β2 = 1, (2.6)wobei {a, b} = ab + ba der Antikommutator ist. Diese Bedingungen können niht durhkomplexe Zahlen erfüllt werden. Es lässt sih zeigen, dass die einfahsten Formen von αkund β vierdimensionale, hermiteshe Matrizen sind, die in vershiedenen Darstellungenformuliert werden können [13℄. In diesem Fall ist ψ ein Vektor mit 4 Einträgen und wirdBispinor genannt. Mit Hilfe der γ-Matrizen γ0 = β und γk = βαk ist es möglih, dieDira-Gleihung (2.2) in eine kovariante Form zu bringen. Mit ∂µ = ∂

∂xµ und der Einstein-Summenkonvention ergibt sih die kovariante Form der Dira-Gleihung:
(iγµ∂µ −m)ψ = 0. (2.7)Diese Formulierung der Dira-Gleihung ist unabhängig von der gewählten Darstellung.Für die weiteren Berehnungen ist es notwendig, die Wahrsheinlihkeitsdihte unddie Wahrsheinlihkeitsstromdihte eines Dira-Teilhens zu de�nieren. Adjungieren vonGleihung (2.7) und anshlieÿende Multiplikation mit γ0 von rehts ergibt den Ausdruki(∂µψ†
)

γ0γµ +mψ†γ0 = 0. (2.8)2



Dabei wurden die Identitäten (γk)† = −γk und (γ0)† = γ0 benutzt. Multipliziert manGleihung (2.7) mit ψ†γ0 von links und Gleihung (2.8) mit ψ von rehts, ergibt die Sum-mation beider erhaltenen Gleihungen unter Ausnutzung der Produktregel den Ausdruk
0 = ∂µ

(
ψ†γ0γµψ

). Jetzt kann die Viererstromdihte
jµ = ψ†γ0γµψ (2.9)de�niert werden, welhe die Kontinuitätsgleihung 0 = ∂µj

µ erfüllt. Dabei stellen
j0 = ψ†ψ die Wahrsheinlihkeitsdihte und jk = ψ†αkψ mit k = 1, 2, 3 die Kompo-nenten der Wahrsheinlihkeitsstromdihte dar.In Hinblik auf die Analyse des Klein-Tunnelns in Graphen ist es angebraht, shon jetzt diezweidimensionale Formulierung der Dira-Gleihung zu verwenden. Wird die z-Rihtungals dritte Raumdimension vernahlässigt, folgt aus Gleihung (2.3) der Zusammenhangi ∂

∂t
ψ = (αxpx + αypy +mβ)ψ. (2.10)Es werden also 3 Matrizen αx, αy, β gesuht, welhe die Bedingungen (2.6) erfüllen. Fürdie Pauli-Matrizen

σx =

(
0 1
1 0

)

, σy =

(
0 −ii 0

)

, σz =

(
1 0
0 −1

) (2.11)gelten die Beziehungen
σ2x = σ2y = σ2z = 1, {σx, σy} = {σy, σz} = {σz, σx} = 0. (2.12)Wenn αx = σx, αy = σy und β = σz gesetzt werden, entsprehen die Bedingungen (2.12)gerade den Bedingungen (2.6). Gleihung (2.10) lässt sih jetzt shreiben alsi ∂

∂t
ψ = (σxpx + σypy +mσz)ψ, (2.13)wobei ψ ein Vektor mit 2 Einträgen ist. Die entsprehende Eigenwert-Gleihung der Energielautet

(σxpx + σypy +mσz)ψ = Eψ. (2.14)Mit der Ersetzung β = σz und αk = σk mit k = 1, 2 ergibt sih im zweidimensionalen Falldie Wahrsheinlihkeitsstromdihte zu
j = ψ†σψ. (2.15)2.2 Tunnele�ektMit den bisherigen Ergebnissen sind wir nun in der Lage, die Streuung eines relativistishenElektrons der Masse m an einem Stufenpotential der Form

V (x) =

{

0 für x < 0

V0 für x > 0
(2.16)mit V0 > 0 zu untersuhen [5, 12℄. Der Einfahheit halber soll das Elektron senkreht aufdie Potentialstufe einfallen, d.h. p = (p, 0) für x < 0.Unter Berüksihtigung eines Potentials V (x) in der Eigenwertgleihung (2.14) ergebensih mit ψ = (ψ1, ψ2) nah Ausmultiplikation der Matrizen die beiden Gleihungen

−i ddxψ2 = [E − V (x)−m]ψ1, −i ddxψ1 = [E − V (x) +m]ψ2, (2.17)3



Die Form des Potentials trennt den Raum in zwei Bereihe I und II. In Raumbereih I giltdie Dispersion E2 = m2+k2 und die Lösung shreibt sih als Überlagerung der einfallendenWelle ψe und der gestreuten Welle ψr, d.h. ψI = ψe+rψr. In II gilt (E − V0)
2 = m2+q2 unddie Lösung ist die transmittierte Welle, ψII = tψt. Dabei sind die komplexen Koe�zienten

r und t über die Stetigkeitsbedingung für ψ an der Stelle x = 0 bestimmt.Es sei angemerkt, dass q eine positive reelle Gröÿe ist, solange |V0| > E±m. Für diesen Fallexistieren oszillatorishe Zustände unterhalb der Potentialstufe. Ist jedoh |V0| < E ±m,wird q imaginär und die Wellenlösung ist exponentiell abklingend. Für diesen Fall trittTotalre�exion auf und der Transmissionskoe�zient vershwindet. Im Folgenden wird derinteressantere Fall V0 > E +m angenommen.Der Ansatz für ψe lautet
ψe = ( 1

B

) eikx. (2.18)Nah Einsetzen von Gleihung (2.18) in den Gleihungen (2.17) ergeben sih die beidenGleihungen kB = (E −m) und k = (E +m)B, aus denen
B = ±

√

E −m

E +m
= ±γ. (2.19)folgt. Setzt man diesen Zusammenhang in die zweite Gleihung von (2.17) ein, ergibt sih

±k√
E2 −m2

= 1. (2.20)Damit lässt sih die Lösung in Raumbereih I angeben als
ψI = ( 1

γ

) eikx + r

(
1
−γ

) e−ikx, γ =

√

E −m

E +m
. (2.21)Der Ansatz für ψt lautet

ψt = ( 1
D

) eiqx. (2.22)Ein analoges Vorgehen wie oben führt auf die Gleihung ∓q =
(

(E − V0)
2 −m2

) und dieLösung für den Raumbereih II lautet demnah
ψt = ( 1

−1/δ

) eiqx, δ =

√

V0 − E −m

V0 − E +m
. (2.23)Die Berehnung der Re�exions- und Transmissionskoe�zienten würde an dieser Stelle inder Shrödinger-Quantenmehanik über Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktionen undihrer Ableitungen erfolgen, da die Shrödinger-Gleihung eine Di�erentialgleihung zweiterOrdnung ist [3, 4℄. Hier genügt jedoh die Forderung nah der Stetigkeit der Wellenfunk-tionen, da die Dira-Gleihung eine Di�erentialgleihung erster Ordnung ist [13℄. Durh diezwei Einträge des Vektors ψ ergeben sih dann zwei Bestimmungsgleihungen für r und t.Die Stetigkeit der Wellenfunktionen ψI und ψII an der Stelle x = 0 liefert die Bedingung

(
1
γ

)

+ r

(
1
−γ

)

= t

(
1

−1/δ

)

. (2.24)Nah Lösen des entstehenden Gleihungssystems ergibt sih der Re�exionskoe�zient zu
R = |r|2 =

(
1 + γδ

1− γδ

)2

> 1. (2.25)4



Die bisherigen Annahmen führen zu einem R > 1, was einer Erzeugung von Elektronenentspriht. Um dieses unphysikalishe Ergebnis korrigieren zu können, betrahte man dieGruppengeshwindigkeit vG unterhalb der Potentialstufe:
vG =

( dqdE)−1

=
q

E − V0
. (2.26)Solange q > 0 ist o�ensihtlih vG < 0, d.h. der Elektronenstrom unterhalb der Stufe zeigtnah links. Wenn q durh −q substituiert wird, shreibt sih die Lösung der transmittiertenWelle als

ψt = ( 1
1/δ

) e−iqx (2.27)und der Re�exionskoe�zient lautet
R =

(
1− γδ

1 + γδ

)2

< 1. (2.28)Für den Fall V0 → ∞ ergibt sih daraus
R∞ =

E − k

E + k
. (2.29)Solange V0 > E + m gilt, können die Elektronen die Potentialstufe mit einer gewissenWahrsheinlihkeit durhtunneln - selbst dann, wenn V0 einen unendlih groÿen Wert an-nimmt. Dieses Verhalten ist auf die Existenz oszillatorisher Zustände mit negativer Energiezurükzuführen und steht im Gegensatz zur Shrödinger-Quantenmehanik, in der unter-halb eines Potentials nur abklingende Wellenlösungen existieren. Auh die Tatsahe, dassunterhalb der Potentialstufe die Phasengeshwindigkeit der Gruppengeshwindigkeit ent-gegengesetzt ist, ist ungewöhnlih. Dieses Verhalten des Elektrons ist harakteristish fürden Klein-Tunnele�ekt und zeigt sih, wie wir später sehen werden, auh in Graphen.
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3 Dira-Elektronen in GraphenEs folgt nun eine e�ektive Beshreibung der niederenergetishen Elektronen in Graphendurh die Dira-Gleihung [6, 7, 12, 14℄. Mit dieser werden wir später in der Lage sein, denKlein-Tunnele�ekt in Graphen zu analysieren.Graphen ist eine zweidimensionale Shiht aus Kohlensto�atomen. Die Atome sind ineinem hexagonalen Gitter angeordnet, welhes einem Dreieksgitter mit zwei-atomiger Ba-sis entspriht. Das Gitter lässt sih also in zwei Untergitter A und B zerlegen, wobei jedesAtom aus dem einen Untergitter drei nähste Nahbarn aus dem anderen Untergitter be-sitzt (siehe Abbildung 3.1).In Graphen hybridisieren das 2s- und zwei der drei 2p-Orbitale eines Kohlensto�atomszu sp2-Orbitalen, während das dritte 2p-Orbital niht hybridisiert und stattdessen einedelokalisierte π-Bindung ausbildet. An den Bindungen zwishen den Kohlensto�atomensind demnah nur die sp2-Orbitale beteiligt. Die π-Bindungs-Orbitale stehen senkreht zurGitterebene und entsprehen den Leitungselektronen, die für die weitere Analyse von Be-deutung sein werden. Aufgrund der Existenz der Untergitter kann ein π-Bindungs-Elektrondem Untergitter A oder B zugehörig sein. Dieser Untergitter-Freiheitsgrad wird durh einePseudospin-Quantenzahl σ harakterisiert und ist niht mit dem Spin des Elektrons zuverwehseln, der im Folgenden vernahlässigt werden soll.Den Leitungselektronen ist es erlaubt, von dem momentan besetzten Kohlensto�atom zueinem der drei benahbarten Kohlensto�atome mit der Sprungamplitude t ≈ 3eV zu sprin-gen. Zum Au�nden der Dispersionsrelation dieser Elektronen lässt sih das tight-binding-model verwenden [15℄. Damit ergibt sih [7℄
E = ±t [1 + 4os2 (kya) + 4os (kya) os(kx√3a)] , (3.30)wobei a = 2.46Å die Gitterkonstante, also den Abstand zweier benahbarter Atome einesUntergitters, bezeihnet. Der Abstand zweier benahbarter Kohlensto�atome im Bienen-wabengitter ist durh a√

3
gegeben. In Abbildung 3.2 ist Gleihung (3.30) für die ersteBrillouin-Zone graphish dargestellt [7℄. Es sind sehs Verbindungsstellen von Leitungs-und Valenzband zu erkennen, die im Folgenden als Dira-Punkte bezeihnet werden. Wei-ter existieren zwei inäquivalente Dira-Punkte K und K'. Für den Fall des undotiertenGraphens be�ndet sih die Fermi-Energie EF auf Höhe der Dira-Punkte, also bei E = 0.Zudem ist für diesen Fall das Valenzband voll mit Elektronen besetzt und das Leitungs-band leer.Zur Beshreibung der niederenergetishen Elektronen muss die Dispersion in der Nähe ei-nes Dira-Punktes gefunden werden. Für den Fall E → 0 nimmt Gleihung (3.30) nah

Abbildung 3.1: Atomgitter von Gra-phen. Das Gitter besteht aus 2 Unter-gittern A und B. Abbildung 3.2: Bandstruktur von Gra-phen. Vergröÿert dargestellt ist die linea-re Dispersion am Dira-Punkt.6



Entwiklung die Form
E = ±vFk (3.31)an. Die Energie der Elektronen am Dira-Punkt ist also linear von der Wellenzahl abhängig.Der entstehende Dira-Kegel des K-Punktes ist in Abbildung 3.2 vergröÿert dargestellt. Dielineare Dispersion hat zur Folge, dass die e�ektive Masse des Elektrons vershwindet,

m =
d2kdE2

= 0. (3.32)Da die Elektronen in Graphen eine Pseudospin-Quantenzahl σ besitzen und in der Nähe desDira-Punktes masselos sind, weisen sie dort ein pseudorelativistishes Verhalten auf. Diee�ektive Beshreibung dieser Elektronen muss daher durh die Dira-Gleihung erfolgen.Ausgehend von Gleihung (2.14) lautet die Dira-Gleihung mit vF ≡ 1 und Gleihung(3.32)
Hψ = σkψ = Eψ, (3.33)wobei ψ = (ψA, ψB). Gleihung (3.33) wird auh als Weyl-Gleihung bezeihnet. Die Indizesder Eingänge ψA und ψB korrespondieren zu den entsprehenden Untergittern A und B.Es sei angemerkt, dass für die Dira-Punkte K und K' jeweils eine Gleihung gemäÿ (3.33)gültig ist. Im Fall kleiner Energien genügt es, sih bei der Beshreibung der Elektronen aufeinen Dira-Punkt zu beshränken. Dieses Vorgehen ist auh bei Berüksihtigung einesPotentials legitim, solange dieses shwah über der Gitterkonstante a variiert, da dannder Streue�ekt zwishen K und K' vernahlässigt werden kann [7℄. Bei Berüksihtigungeines sih über a shwah ändernden Potentials V (x) in Gleihung (3.33) kann ausgenutztwerden, dass dieses gleihermaÿen auf ψA und ψB wirkt. Somit ist V (x) im Untergitterraumdiagonal und Gleihung (3.33) shreibt sih als

Hψ = [σk + V (x)]ψ = Eψ. (3.34)Diese Dira-Gleihung für masselose Elektronen ist der Ausgangspunkt für die Untersu-hung von Klein-Tunneln in Graphen.
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4 Streuung an ebenen StufenpotentialenWir analysieren nun mit Hilfe der Gleihung (3.34) die Streuung eines masselosen Dira-Elektrons an stükweise konstanten Potentialen V (x) [6, 7, 12℄.

Abbildung 4.1: Shematishe Darstellung der Wellenzahlvektoren der Wellenfunktionenin den vershiedenen Raumbereihen des Stufenpotentials (links) und der Potentialbarriere(rehts).4.1 Lösungen der Weyl-GleihungUm Re�exions- und Transmissionskoe�zienten wie in Abshnitt 2.2 berehnen zu können,müssen zunähst die Lösungen der Weyl-Gleihung (3.34) gefunden werden. Unter Be-nutzung von Polarkoordinaten lautet Gleihung (3.34) bei Anwesenheit eines konstantenPotentials V0 in Matrixform
(

V0 ke−iϕ
keiϕ V0

)

ψ = Eψ, (4.1)wobei k = k (sinϕ, osϕ). Zum Lösen dieser Eigenwert-Gleihung bietet sih der Ansatzeiner ebenen harmonishen Welle
ψ = eikr ( u

v

)

= eikyyeikxx ( u
v

) (4.2)an. Im Folgenden sei ky eine reelle positive Gröÿe. Es lässt sih eine Falluntersheidung inoszillierende und abklingende Wellenlösungen vornehmen.Für die oszillierenden Lösungen gilt k2x > 0. Aus (4.1) resultieren zwei Eigenwerte
k+ = E − V0 und k− = V0 − E mit den zwei normierte Eigenvektoren

ψ+ =
1√
2A

eikr ( 1eiϕ ) , ψ− =
1√
2A

eikr ( 1
−eiϕ ) . (4.3)Hier gibt A die Flähe des Integrationsgebiets an, die im Folgenden 1 gesetzt wird. Mitdem Bandindex α = sgn (E − V0) lässt sih abkürzend shreiben:

ψ =
1√
2
eikr ( 1

αeiϕ ) , (4.4)mit k = α (E − V0) und Ekin = α
√

k2x + k2y .Für die abklingenden Lösungen gilt k2x < 0, daher ist kx = ±iκ, wobei κǫR+. Setzt man8



dies in Gleihung (4.4) ein, ergeben sih nah Vereinfahung die Lösungen
ψ ∼ eikyye−κx

(
1

αi√ky+κ
ky−κ

)

, ψ ∼ eikyyeκx( 1

αi√ky−κ
ky+κ

)

. (4.5)Falls k2x = −k2y wird Ekin = 0 und es gilt kx = ±iky. Für diesen Sonderfall führt die Lösungder Eigenwert-Gleihung (4.1) auf
ψ ∼ eikyye−kyx

(
0
1

)

, ψ ∼ eikyyekyx( 1
0

)

. (4.6)4.2 Erwartungswerte und ErhaltungssätzeDer Geshwindigkeitsoperator lässt sih als Zeitableitung des Ortsoperators de�nieren. ImHeisenberg-Bild gilt
v =

ddtr = i [H, r] = σ. (4.7)Stellt |k, α〉 den Eigenzustand der Eigenwert-Gleihung H|k, α〉 = E|k, α〉 mit
ψ (r) = 〈r|k, α〉 dar, so ist der Erwartungswert der Geshwindigkeit

〈v〉 = 〈α,k|v|k, α〉 =
∫

ψ† (r)σψ (r) d2r. (4.8)Mit Gleihung (4.4) folgt
〈v〉 = α

k

k

∫ d2r
︸ ︷︷ ︸

=A≡1

= α
k

k
. (4.9)Der Geshwindigkeitsvektor des Elektrons ist also entweder parallel oder antiparallel zumWellenzahlvektor, je nahdem ob es sih im Leitungs- oder Valenzband be�ndet (sieheAbbildung 4.2).

Abbildung 4.2: Vergröÿerung eines Dira-Kegels. Die Zugehörigkeit des Elektrons zumeinem der Untergitter ist farblih gekennzeihnet und korrespondiert zu einer Pseudospin-Quantenzahl σ.Da das Potential niht von der Zeit abhängen soll, ist die Energie eine Erhaltungsgröÿe.Desweiteren soll das Potential nur über eine räumlihe Dimension variieren: V = V (x).In der klassishen Mehanik entspriht dies der Situation, bei der die Lagrange-Funktionunter y-Translation invariant ist. Aus diesem Grund stellt ky eine Erhaltungsgröÿe dar,wie sih auh nah dem Auswerten der Heisenberg-Bewegungsgleihung,ddtky = i [H, ky] = i [V (x) , ky] = 0, (4.10)9



herausstellt. Weiterhin ist wegen ∇j = 0 der Wahrsheinlihkeitsstrom in x-Rihtungerhalten,
jx = onst. (4.11)Die Erhaltungssätze werden wihtig sein, wenn die Transmissions- und Re�exionskoe�zi-enten berehnet werden.4.3 Abwesenheit von RükstreuungUnter Benutzung der bisherigen Ergebnisse lässt sih zeigen, dass die Transmissionswahr-sheinlihkeit eines masselosen Dira-Elektrons bei senkrehtem Einfall auf ein Potentialder Form V (x) stets 1 ergibt. Im Folgenden werden wir diskutieren, aus welhen Gründendie Rükstreuung für diesen Fall ausbleibt und wie dieses Verhalten mit der Helizität undder Erhaltung des Pseudospins in Zusammenhang steht [7, 12, 13℄.Der Helizitätsoperator ist de�niert alŝ
h =

σk

k
(4.12)und entspriht der Projektion des Pseudospins (allg. Teilhenspin) auf die Bewegungsrih-tung des Teilhens. Demnah existieren zwei möglihe physikalishe Zustände, je nahdemob der Pseudospin entlang oder entgegen der Bewegungsrihtung des Teilhens gerihtetist. Aus Gleihung (3.33) ist ersihtlih, dass ĥ gerade dem reduzierten freien Hamilton-operator ĥ = H/k entspriht und die Eigenwertgleihung von ĥ lautet

ĥψ± = ±ψ±. (4.13)Die Eigenwerte von ĥ sind ±1 und entsprehen dem Bandindex α. Da dieser für die ein-fallende und gestreute Welle gleih ist, ist die Helizität im entsprehenden Raumbereiheine Erhaltungsgröÿe. Falls nun Rükstreuung bei einem Einfallswinkel von ϕ = 0 eintre-ten soll, muss sih der Impulsvektor p umkehren. Der Pseudospin σ hat sih dann ebensoumzukehren, da die Helizität eine Erhaltungsgröÿe ist,
p → −p ⇔ σ → −σ. (4.14)Es bleibt zu prüfen, ob der Pseudospin eine Erhaltungsgröÿe ist. Wenn dies der Fall ist,wird keine Rükstreuung auftreten, da dann eine Umkehrung des Impulsvektors ausbleibt.Die zeitlihe Ableitung des Pseudospins σx in x-Rihtung ist bei Berüksihtigung einesPotentials V (x) im Heisenbergbild gegeben alsddtσx = i [H,σx]

= i[kxσx, σx]
︸ ︷︷ ︸

=0

+ i [kyσy, σx] + i[V (x) , σx]
︸ ︷︷ ︸

=0

= 2kyσz.

(4.15)Hierbei wurde die Identität
[σi, σk] = 2iεiklσl (4.16)ausgenutzt, wobei εikl das Levi-Cevita-Symbol

εikl =







1 für gerade Permutationen von 1, 2, 3

−1 für ungerade Permutationen von 1, 2, 3

0 für mindestens zwei gleihe Indizes (4.17)10



darstellt und über doppelt auftretende Indizes summiert wurde. Bei senkrehtem Einfallmit ky = 0 ergibt sih die zeitlihe Änderung des Erwartungswertes zuddt 〈σx〉 = 〈ψ (0) |2ky (t)
︸ ︷︷ ︸

=0

σz (t) |ψ (0)〉 = 0. (4.18)Damit ist gezeigt, dass der Pseudospin erhalten ist und bei senkrehtem Einfall Rükstreu-ung ausbleibt.Jetzt lässt sih auh verstehen, weshalb die x-Komponente des Wellenzahlvektors unterhalbdes Potentials der x-Komponente der Gruppengeshwindigkeit entgegengesetzt ist (Vgl.Abshnitt 2.2). Wegen Gleihung (4.7) fordert die Erhaltung des Pseudospins gleihzeitigdie Erhaltung der Geshwindigkeit (in Einklang mit Abwesenheit von Rükstreuung). Fürein einfallendes Elektron mit positivem σx wird demnah unterhalb des Potentials dessenGruppengeshwindigkeit in die positive x-Rihtung zeigen. In Abbildung 4.2 ist erkennbar,dass sih für diesen Fall die x-Komponente des Wellenzahlvektors umkehrt (siehe blauerAst).4.4 Streuung an der PotentialstufeEs soll nun die Streuung eines masselosen Dira-Elektrons an einem Potential der Form
V (x) =

{

V0

0

für x > 0für x < 0
(4.19)mit V0 > 0 untersuht werden [6, 7, 12℄.4.4.1 Re�exions- und BrehungsgesetzAnalog wie in Abshnitt 2.2 trennt das Potential den Raum in zwei Bereihe I und II(Vgl. Abbildung 4.1). Tri�t die Elektronenwelle in Raumbereih I mit E > 0 unter einemWinkel ϕ auf die Potentialstufe, dann gilt für den entsprehenden Wellenzahlvektor ke derZusammenhang

ke = ( kx
ky

)

= E

( osϕsinϕ )

. (4.20)Da ky eine Erhaltungsgröÿe ist, kann sih der Wellenzahlvektor der gestreuten Welle kr von
ke nur in der x-Komponente untersheiden. Wegen der Erhaltung der Energie muss daher
krx = −kex gelten. Der zugehörige Re�exionswinkel wird mit θr bezeihnet. Desweiterengilt in Raumbereih II mit dem Bandindex α die Dispersion kt = α (E − V0) und dastransmittierte Elektron nimmt einen Winkel θt zur x-Ahse ein,

kr = ( −kx
ky

)

= E

( osθrsinθr ) , kt = ( qx
ky

)

= α (E − V0)

( osθtsinθt ) . (4.21)Aus der Erhaltung von ky folgen durh Vergleih von Gleihung (4.21) mit Gleihung (4.20)Re�exions- und Brehungsgesetz:
θr = π − ϕ, Esinϕ = α (E − V0) sinθt. (4.22)Werden nun die Energien E und E − V0 mit den Brehungsindizes n1 und n2 in Verbin-dung gebraht, zeigen die Gleihungen aus (4.22) eine Analogie zu dem Re�exions- undBrehungsgesetz der Optik [16℄. Charakteristish für die 'Optik' der Elektronen in Graphenist, dass gemäÿ dieser Entsprehung der Brehungsindex n2 für α = −1 einen negativenWert annimmt. Dies verursaht den E�ekt, dass unterhalb der Potentialstufe der Wellen-zahlvektor der Gruppengeshwindigkeit entgegengesetzt ist (Vgl. Abbildung 4.1). Aufgrundder Analogie lässt sih weiterhin vermuten, dass für die Streuung der Elektronen in Gra-phen kritishe Winkel ϕ existieren, für die Totalre�exion auftreten kann.11



4.4.2 Re�exions- und Transmissionskoe�zientZum Au�nden des Re�exionskoe�zienten R und des Transmissionskoe�zienten T kannwie in Abshnitt 2.2 vorgegangen werden. Die Wellenfunktionen für die einzelnen Raum-bereihe lauten (Vgl. Abbildung 4.1)
ψI = eikyy [eikxx( 1eiϕ )+ re−ikxx( 1

−e−iϕ )] , (4.23)
ψII = teikyyeiqxx( 1

αeiθt ) . (4.24)Durh das Auswerten der Stetigkeitsbedingung ψI (x = 0) = ψII (x = 0) ergeben sih ausden Komponenten der Wellenfunktionen zwei Bestimmungsgleihungen für die Koe�zien-ten r und t:
1 = t− r, eiϕ = re−iϕ + αteiθt . (4.25)Die Erhaltung des Wahrsheinlihkeitsstromes jx verlangt, dass jex+jrx = jtx. Mit Gleihung(2.15) folgt daraus

1 = |r|2 + α
osθtosϕ |t|2 . (4.26)Dieser Ausdruk erlaubt wegen 1 = R + T folgende Identi�kation des Re�exions- undTransmissionskoe�zienten:

R = |r|2 , T = α
osθtosϕ |t|2 . (4.27)Da α = ±1, sind zwei Fälle bezüglih der Energie zu untersheiden.4.4.3 Energie kleiner als StufenhöheFür E < V0 ist α = −1 und man erhält mit θt aus Gleihung (4.22) und der Substitution

ε = E
V0

T = − osθtosϕsin2 (ϕ+θt
2

) , θt = arsin( ε

ε− 1
sinϕ)+ π. (4.28)In Abbildung 4.3 ist T (ϕ) für untershiedlihe Werte von ε aufgetragen. Der Abbildungist zu entnehmen, dass für alle Kurven mit wahsendem Betrag von ϕ die Transmissions-wahrsheinlihkeit abnimmt. An der Stelle ϕ = 0 ist das Potential transparent: Dort hat

T sein Maximum mit T = 1. Für die Kurven mit ε < 1
2 vershwindet T ab einem Winkelvon ϕ = ±π

2 , da dann die einfallende Elektronenwelle niht mehr am Potential gestreutwird. Ist ε > 1
2 , exisitiert ein kritisher Winkel ±ϕ, ab dem das Elektron totalre�ektiertwird. Wie sih später zeigen wird, liegt der Grund für die Existenz dieses Totalre�exi-onswinkels darin, dass für Winkel |ϕ| > |ϕ| nur noh exponentiell abklingende Wellenunterhalb des Potentials existieren (Vgl. Abshnitt 4.5.1). Da die Potentialstufe eine un-endlih groÿe Ausdehnung besitzt, wird die transmittierte Wellenfunktion im Unendlihenauf Null sinken und der Transmissionskoe�zient vershwinden. Der Betrag von ϕ folgtaus dem Brehungsgesetz (4.22) mit θt = π

2 ,sinϕ = V0 − E

E
=

1− ε

ε
. (4.29)Die Bedingung für die Existenz von ϕ ist E > V0

2 bzw. ε > 1
2 , da sonst sinϕ > 1.Es lässt sih für einige Grenzfälle T analytish angeben:

T −→
E≪V0

2osϕ
1 + osϕ, T −→

E→
V0
2

os2ϕ, T −→
E→V0

{

1 für ϕ = 0

0 für ϕ 6= 0
. (4.30)12
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Abbildung 4.3: Transmissionskoe�zient T für eine Potentialstufe (V0 > 0) in Abhängig-keit des Einfallswinkels ϕ für vershiedene Werte von ε = E
V0

mit α = −1 (links) und α = 1(rehts).4.4.4 Energie gröÿer als StufenhöheFür E > V0 ist α = 1 und man erhält
T =

osθtosϕos2 (ϕ+θt
2

) , θt = arsin( ε

ε− 1
sinϕ) . (4.31)Abbildung 4.3 zeigt erneut, dass die Potentialstufe bei ϕ = 0 unabhängig von ε transparentist. Mit steigendem Betrag von ϕ sinkt der Transmissionskoe�zient bis zu einem kritishenWinkel |ϕ| auf den Wert 0. Dieser Totalre�exionswinkel ist durh die Gleihungsinϕ = ε− 1

ε
(4.32)bestimmt, die sih wie in Abshnitt 4.4.3 �nden lässt. Alle Kurven besitzen einen Total-re�exionswinkel, da V0 > 0 die einzige Bedingung für die Existenz von ϕ ist. Für denGrenzfall E ≫ V0 gilt unabhängig vom Winkel T = 1.4.5 Streuung an der PotentialbarriereWir wollen nun die Streuung an einem Potential der Form

V (x) =

{

V0

0

für 0 < x < asonst (4.33)mit V0 > 0 untersuhen [6, 7, 12℄.Die Vorgehensweise zur Berehnung von R und T ist die Gleihe wie in Abshnitt 4.4. DasPotential trennt den Raum in drei Bereihe mit den entsprehenden Wellenzahlvektoren
ke und kr in Raumbereih I, kA und kB in Raumbereih II, sowie kt in RaumbereihIII (Vgl. Abbildung 4.1). Unter Benutzung des Re�exionsgesetzes und der Erhaltung derEnergie ergeben sih die Wellenfunktionen zu

ψI = eikyy [eikxx( 1eiϕ )+ re−ikxx( 1
−e−iϕ )] , (4.34)

ψII = eikyy [Aeiqxx( 1
αeiθA )+Be−iqxx( 1

αei(π−θA) )] , (4.35)13



ψIII = teikyyeikxx( 1eiϕ ) , (4.36)wobei die Koe�zienten r, t, A und B aus der Stetigkeit der Wellenfunktionen an denStellen x = 0 und x = a bestimmt werden können.4.5.1 Energie kleiner als StufenhöheDas Auswerten der Stetigkeitsbedingungen ψI (x = 0) = ψII (x = 0) und
ψII (x = a) = ψIII (x = a) führt auf 4 Bestimmungsgleihungen für r,A,B und t. Löst mandas entstandene Gleihungssystem, erhält man mit α = −1 den Ausdruk

t =
−osϕosθAsin2 (ϕ+θA

2

)

− os2 (ϕ−θA
2

) e2iqxa . (4.37)Für den Transmissionskoe�zienten ergibt sih damit
T = |t|2 = os2ϕos2θAos2ϕos2θAos2 (qxa) + sin2 (qxa) (1 + sinθAsinϕ)2 . (4.38)Dabei sind θA und qx noh unbestimmte Gröÿen, die über das Brehungsgesetz gefundenwerden müssen. Dazu betrahte man die Wellenzahlvektoren

ke = E

( osϕsinϕ )

, kA = − (E − V0)

( osθAsinθA )

. (4.39)Aus der Erhaltung von ky folgt das Brehungsgesetz Esinϕ = − (E − V0) sinθA, womit θAbestimmt ist zu
θA = arsin( ε

ε− 1
sinϕ)+ π. (4.40)Für qx gilt wegen Gleihung (4.39)

qx = − (E − V0) osθA. (4.41)Das Einsetzen von Gleihung (4.40) in Gleihung (4.41) ergibt mit ε = E
V0

den Ausdruk
qx = −V0

√

1− 2ε + ε2os2ϕ. (4.42)Mit den Gleihungen (4.38), (4.40) und (4.42) lässt sih T in Abhängigkeit von ϕ für ver-shiedene Werte von ε darstellen (siehe Abbildung 4.4). Dabei wurde der Wert von V0a/2πfestgelegt zu V0a/2π = 4.8. Für die Kurven mit ε < 1
2 vershwindet T ab einem Winkelvon ϕ = ±π

2 , da dann die Elektronenwelle niht mehr am Potential gestreut wird. Für
ε > 1

2 existieren wie shon bei der Potentialstufe kritishe Winkel ϕ, die sih bestimmenlassen, indem die Bedingung für exponentiell abklingende Wellen q2x < 0 mit Gleihung(4.42) ausgewertet wird. Es ergibt sihsinϕc =
1− ε

ε
, (4.43)also dieselbe Bestimmungsgleihung wie für die Potentialstufe (4.29). Der Untershied zurPotentialstufe liegt hier in der Tatsahe, dass die Potentialbarriere eine endlihe Ausdeh-nung besitzt und diese von dem Elektron deshalb auh oberhalb des kritishen Winkelsmit einer gewissen Wahrsheinlihkeit durhtunnelt wird. Für die Potentialbarriere exis-tiert daher kein Totalre�exionswinkel1.1In Abbildung 4.4 ist der Transmissionkoe�zient nur bis zu einem kritishen Winkel (falls dieser exisi-tert) gezeihnet, da der Verlauf der Kurve oberhalb des kritishen Winkels von untergeordneter Bedeutungist. 14



Weiter kann man der Abbildung 4.4 entnehmen, dass bei ϕ = 0 der Transmissionskoe�-zient für alle Kurven den Wert 1 annimmt. Das Elektron wird bei senkrehtem Einfallperfekt transmittiert. Für die Kurve mit ε = 0.35 sinkt T mit steigendem Betrag von ϕzunähst, nimmt dann jedoh bei einem bestimmten Winkel |ϕ| wieder den Wert 1 an.O�ensihtlih existieren für bestimmte Werte von ε und V0a/2π Winkel ϕF, bei denen eineResonanz auftritt. Diese Resonanzen sind auf stehende Wellen unterhalb der Potentialbar-riere zurükzuführen, die gewissermaÿen als ein Fabry-Pérot-Interferometer fungiert. DieResonanzwinkel ϕF lassen sih �nden, indem die Bedingung für stehende Wellen qxa = nπmit n = 1, 2, ... mit Gleihung (4.42) ausgewertet wird. Es ergibt sih
|ϕF| = aros1

ε

√
(
nπ

V0a

)2

− 1 + 2ε



 . (4.44)Die Bedingung für die Existenz von |ϕF| ist
n2 <

(
(ε− 1)V0a

π

)2

. (4.45)Es lässt sih für einige Grenzfälle T analytish angeben:
T −→

E≪V0

os2ϕ
1− sin2ϕos2 (qxa) , T −→

E→V0

os2ϕosh2 (kya)− sin2ϕ. (4.46)4.5.2 Energie gröÿer als StufenhöheFür diesen Fall ist α = 1 und es ergibt sih nah einer analogen Rehnung
θA = arsin( ε

1− ε
sinϕ) , (4.47)während in T lediglih die Substitution θA → −θA vorgenommen werden muss. In Abbil-dung 4.4 ist T (ϕ) für ε = 1.2 und V0a/2π = 4.8 dargestellt. Der kritishe Winkel ist durhdie Gleihung sinϕc =

ε− 1

ε
(4.48)bestimmt, der sih wie in Abshnitt 4.5.1 �nden lässt. Alle Kurven mit α = 1 besitzeneinen kritishen Winkel, da V0 > 0 die einzige Bedingung für die Existenz von ϕ ist. Fürden Grenzfall E ≫ V0 ergibt sih dieselbe Gleihung, wie für den Grenzfall E ≪ V0.
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Abbildung 4.4: Transmissionskoe�zient T für eine Potentialbarriere in Abhängigkeitvom Einfallswinkel ϕ für vershiedene Werte von ε = E
V0

mit V0a/2π = 4.8.15



5 Streuung an einem kreisförmigen StufenpotentialBisher wurde die Streuung masseloser Dira-Elektronen an ebenen Stufen der Form V (x)untersuht. Die Existenz oszillatorisher Zustände unterhalb des Potentials ermöglihtedabei das Klein-Tunneln, welhes durh E�ekte wie der perfekten Transmission bei senk-rehtem Einfall und Fabry-Pérot-Resonanzen harakterisiert ist (Vgl. Abshnitt 4). Im Fol-genden untersuhen wir die Streuung des Elektrons an einem kreisförmigen Stufenpotentialder Form
V (x) =

{

V0 für r < 0

0 für r > 0
(5.1)mit der Fragestellung, wie sih die E�ekte des Klein-Tunnelns für dieses Problem äuÿernwerden.5.1 Lösungen der Weyl-Gleihung in PolarkoordinatenUm Aussagen über das Streuverhalten der Elektronen tre�en zu können, müssen vorerstwieder die Lösungen der Weyl-Gleihung gefunden werden. In Polarkoordinaten lautet diefreie Weyl-Gleihung

Hψ (r, ϕ) = Eψ (r, ϕ) , (5.2)wobei der Hamiltonoperator gemäÿ Gleihung (3.33) gegeben ist durh
H =




0 e−iϕ (−i ∂∂r − 1

r
∂
∂ϕ

)eiϕ (−i ∂∂r + 1
r

∂
∂ϕ

)

0



 . (5.3)Um Lösungen der Weyl-Gleihung (5.2) zu konstruieren, bietet es sih an, zunähst einenvollständigen Satz kommutierender Observablen zu �nden. Für ein zweidimensionalesZentralfeldproblem eines Shrödinger-Teilhens ist ein solher gegeben durh die Ener-gie H und dem Bahndrehimpuls Lz [3, 4℄. Für ein masseloses Dira-Elektron stellt derBahndrehimpuls Lz jedoh keine Erhaltungsgröÿe dar, da das Elektron zusätzlih einenPseudospin σz besitzt [13℄: Für den Kommutator von Lz und dem Hamilton-Operator
H = σp = σxpx + σypy ergibt sih

[Lz,H] = [xpy − ypx, pxσx + pyσy]

= [xpy, pxσx] + [xpy, pyσy]
︸ ︷︷ ︸

=0

− [ypx, pxσx]
︸ ︷︷ ︸

=0

− [ypx, pyσy]

= x[py, pxσx]
︸ ︷︷ ︸

=0

+ [x, pxσx] py − y[px, pyσy]
︸ ︷︷ ︸

=0

− [y, pyσy] px

= i (σxpy − σypx) 6= 0.

(5.4)
Es gilt weiter [σz,H] = [σz, σx] px+[σz, σy] py und unter Verwendung der Beziehung (4.16)folgt daraus

[σz,H] = −2i (σxpy − σypx) . (5.5)Folglih stellt der Gesamtdrehimpuls Jz = Lz +
1
2σz eine Erhaltungsgröÿe dar, denn mitden Ergebnissen (5.4) und (5.5) folgt mit J ≡ Jz und L ≡ Lz

[J,H] =

[

L+
1

2
σz,H

]

= 0. (5.6)Wegen Gleihung (5.6) besitzen J und H ein gemeinsames Eigenfunktionensystem, wasausgenutzt werden kann, um die Eigenfunktionen ψ der Gleihung (5.2) in Radial- und16



Winkelanteil zu separieren. Zunähst müssen für dieses Vorgehen aber die Eigenfunktio-nen von J gefunden werden. Da [J,L] = 0 und [J, σz] = 0, sind die Eigenfunktionenvon J Produktzustände aus Eigenfunktionen von L und σz. Um diese zu �nden, sind dieEigenwertgleihungen bezüglih des Pseudospins und des Bahndrehimpulses
1

2
σz |↑↓〉 = s |↑↓〉 , Lχm (ϕ) = mχm (ϕ) (5.7)zu lösen, wobei L = −i ∂

∂ϕ . Die Lösungen sind gegeben durh
|↑〉 =

(
1
0

)

, |↓〉 =
(

0
1

) (5.8)mit den Eigenwerten s = ±1/2 und
χm (ϕ) =

1√
2π

eimϕ (5.9)mit den Eigenwerten mǫZ, wobei χm (ϕ) = 〈r|χm〉. Die Eigenzustände von J ergeben sihaus dem Produkt der Zustände |χm〉 und |↑↓〉,
J |χm〉 |↑↓〉 = (m+ s)

︸ ︷︷ ︸

=j

|χm〉 |↑↓〉 , mit j = ±1

2
,±3

2
, ... (5.10)Der allgemeinste Eigenzustand von J zum Eigenwert j ist eine Linearkombination vonProduktzuständen |ξ+m〉 = |χm〉 |↑〉 und |ξ−m+1〉 = |χm+1〉 |↓〉 mit den i.A. komplexen Koef-�zienten f+m und f−m+1,

J |j〉 = J
(
f+m |ξ+m〉+ f−m+1 |ξ−m+1〉

)
= j |j〉 . (5.11)Wir suhen nun den Eigenzustand von J , der auh ein Eigenzustand von H ist. Da dieProduktzustände |ξ+m〉 lediglih eine Winkelabhängigkeit besitzen, stellen die Koe�zienten

f+m und f−m+1 die Radialanteile dar, die mit der Dira-Gleihung (5.2) bestimmt werdenkönnen. Mit 〈r|ξ±m〉 = ξ±m (ϕ) und
ψm (r, ϕ) = f+m (r) ξ+m (ϕ) + f−m+1 (r) ξ

−
m+1 (ϕ) (5.12)folgen shlieÿlih die Eigenwertgleihungen Jψm (r, ϕ) = jψm (r, ϕ) und

Hψm (r, ϕ) = Eψm (r, ϕ). Mit Gleihung (5.12) ist letztlih die Separation von ψm (r, ϕ)in einen Radial- und Winkelanteil erfolgt. Das Anwenden von H auf diesen Zustand ergibtunter Benutzung der Beziehung
Hf±m (r) ξ±m (ϕ) =

(

−i ∂
∂r
f±m (r)± im

r
f±m (r)

)

ξ∓m±1 (5.13)und der Orthogonalität der ξ±m (ϕ) die Gleihungen
−i ∂
∂r
f+m (r) + im

r
f+m (r) = Ef−m+1 (r) , (5.14)

−i ∂
∂r
f−m+1 (r)− im+ 1

r
f−m+1 (r) = Ef+m (r) , (5.15)mit denen die Radialanteile f+m (r) und f−m+1 (r) bestimmt werden können. Mit den Sub-stitutionen z = Er, f−m+1 (z) = Zm+1 (z) und if+m (z) = Zm (z) ergeben sih aus denGleihungen (5.14) und (5.15) die Relationen

m

z
Zm (z)− ∂

∂z
Zm (z) = Zm+1 (z) , (5.16)17



∂

∂z
Zm+1 (z) +

m+ 1

z
Zm+1 (z) = Zm (z) . (5.17)Es lässt sih zeigen, dass die Gleihungen (5.16) und (5.17) die Rekursionsbeziehungen derBessel-Funktionen Zm (z)

2m

z
Zm (z) = Zm−1 (z) + Zm+1 (z) , (5.18)

2
∂

∂z
Zm (z) = Zm−1 (z)− Zm+1 (z) (5.19)erfüllen [16, 17℄. Damit sind die Eigenfunktionen von H gegeben als

ψm (r, ϕ) = −iZm (Er)
1√
2π

eimϕ

(
1
0

)

+ Zm+1 (Er)
1√
2π

ei(m+1)ϕ

(
0
1

)

. (5.20)Die Bessel-Funktionen Zm (Er) können in vier Arten untershieden werden [16, 17℄. DieBesselfunktionen erster Art werden mit Jn (Er) bezeihnet, die Bessel-Funktionen zweiterArt (Neumann-Funktionen) mit Yn (Er). Die letzten beiden Arten entsprehen den Hankel-Funktionen H(1)
n (Er) und H(2)

n (Er), die aus den Bessel-Funktionen erster und zweiter Artgemäÿ H(1)/(2)
n (Er) = Jn (Er)± iYn (Er) gebildet werden können.5.2 Radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte und Streue�zienz5.2.1 Berehnung der Streukoe�zientenEs müssen für die vershiedenen Raumbereihe Wellenfunktionen angesetzt werden, derenkomplexe Streuamplituden über Stetigkeitsbedingungen bestimmt werden können (sieheAbbildung 5.1). Im Folgenden wird angenommen, dass für die Energie des einfallendenElektrons E > 0 gilt.

Abbildung 5.1: Shematishe Darstellung von einfallender, gestreuter und transmittierterWelle am radialsymmetrishen Potential (links) und Quershnitt des Kreis-Potentials mitzugehörigem Dira-Kegel, wobei α = −1 (rehts).Aus Symmetriegründen kann angenommen werden, dass der Wellenzahlvektor des ein-fallenden Elektrons nur eine x-Komponente besitzt: k = kex. Die entsprehende Wel-lenfunktion kann als Entwiklung nah Bessel-Funktionen erster Art Jn (kr) geshriebenwerden [16℄:
ψe = eikx( 1

1

)

= eikrcosϕ( 1
1

)

=

∞∑

n=−∞
inJn (kr) einϕ( 1

1

) (5.21)18



bzw.
ψe = ∞∑

n=−∞

√
2πin+1

[

−iJn (kr) 1√
2π

einϕ( 1
0

)

+ Jn+1 (kr)
1√
2π

ei(n+1)ϕ

(
0
1

)]

.(5.22)Der Vergleih mit Gleihung (5.20) zeigt, dass ψe als Überlagerung aller möglihen Ei-genfunktionen, d.h. Partialwellen mit untershiedlihem Gesamtdrehimpuls J , zu einergegebenen Energie verstanden werden kann. Die Konstruktion der re�ektierten und trans-mittierten Wellenfunktion geshieht analog durh eine Linearkombination aller möglihenEigenfunktionen zu einer gegebenen Energie mit komplexen Koe�zienten, die durh dieStetigkeit der Wellenfunktionen bestimmt werden. Die Forderung der Regularität der Wel-lenfunktionen entsheidet, welhe Art der Bessel-Funktionen für die jeweilige Wellenlösungverwendet wird.Die gestreute Wellenfunktion wird sih für groÿe Abstände vom Streuzentrum wie
ψr ∼ eikr verhalten. Dementsprehend sollte die asymptotishe Lösung der zu verwenden-den Bessel-Funktion dieses Verhalten aufweisen. Hierfür kommt nur die Hankel-Funktion
H

(1)
n (kr) in Frage, denn für sie gilt [16℄

H(1)
n (kr) ∼

kr≫1

√

2

πkr
ei(kr−nπ

2
−π

4
). (5.23)Die gestreute Welle lässt sih jetzt mit den komplexen Koe�zienten an shreiben als

ψr = ∞∑

n=−∞

√
2πin+1an

[

−iH(1)
n (kr)

1√
2π

einϕ( 1
0

)

+H
(1)
n+1 (kr)

1√
2π

ei(n+1)ϕ

(
0
1

)]

.(5.24)Da die Neumann-Funktion für kr → 0 divergiert [16℄, stellt Jn (qr) die einzige reguläreBessel-Funktion für die transmittierte Welle ψt dar. Sie lässt sih nun mit den komplexenKoe�zienten bn shreiben als
ψt = ∞∑

n=−∞

√
2πin+1bn

[

−iJn (qr) 1√
2π

einϕ( 1
0

)

+ αJn+1 (qr)
1√
2π

ei(n+1)ϕ

(
0
1

)](5.25)mit α = sgn (E − V0) und q = α (E − V0). Der Vorfaktor α ergibt sih nah Substitutionvon E → −E in den Rekursionsbeziehungen der Bessel-Funktionen (5.18) und (5.19).Die Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktionen lautet
ψe (r = R) + ψr (r = R) = ψt (r = R) . (5.26)Unter Ausnutzung der Orthogonalität des Winkelanteils der Wellenfunktionen resultierenzwei Bestimmungsgleihungen für an und bn,
Jn (kR) + anH

(1)
n (kR) = bnJn (qR) , (5.27)

Jn+1 (kR) + anH
(1)
n+1 (kR) = αbnJn+1 (qR) . (5.28)Nah Lösen dieses Gleihungssystems ergeben sih die Streukoe�zienten zu

an =
−Jn (Nρ) Jn+1 (ρ) + αJn (ρ)Jn+1 (Nρ)

Jn (Nρ)H
(1)
n+1 (ρ)− αH

(1)
n (ρ) Jn+1 (Nρ)

, (5.29)
bn =

Jn (ρ)H
(1)
n+1 (ρ)− Jn+1 (ρ)H

(1)
n (ρ)

Jn (Nρ)H
(1)
n+1 (ρ)− αJn+1 (Nρ)H

(1)
n (ρ)

, (5.30)19



wobei die Abkürzungen ρ = kR und N = α (E−V0)
E verwendet wurden. Es sei angemerkt,dass unter Ausnutzung der Relationen [16, 17℄

J−n = (−1)n Jn, H
(1)
−n = (−1)nH(1)

n (5.31)die Beziehungen
a−n = an−1, b−n = αbn−1 (5.32)folgen.Für die weitere Rehnung bietet es sih an, mit Hilfe der Gleihungen (5.31) und (5.32)die gestreute und transmittierte Wellenfunktion in eine andere Form zu bringen. Dazudenke man sih die Summe in Gleihung (5.24) in zwei Teilsummen zerlegt, bei denen dieerste von −∞ nah −1 und die zweite von 0 nah ∞ läuft. Die erste Teilsumme lässt sihshreiben als

∞∑

n=1

√
2πi−n+1a−n

[

−iH(1)
−n (kr)

1√
2π

e−inϕ( 1
0

)

+H
(1)
−n+1 (kr)

1√
2π

ei(−n+1)ϕ

(
0
1

)]

,(5.33)und mit (5.31) und (5.32) folgt
∞∑

n=1

√
2πin+1an−1

[

−iH(1)
n (kr)

1√
2π

e−inϕ( 1
0

)

−H
(1)
n−1 (kr)

1√
2π

ei(−n+1)ϕ

(
0
1

)]

.(5.34)Nah Erniedrigung des Summationsindexes um 1 ergibt sih shlieÿlih
∞∑

n=0

√
2πin+1an

[

−iH(1)
n (kr)

1√
2π

e−inϕ( 0
1

)

+H
(1)
n+1 (kr)

1√
2π

e−i(n+1)ϕ

(
1
0

)]

.(5.35)Die beiden Teilsummen lassen sih jetzt wieder zusammenfassen und es folgt für die ge-streute Wellenfunktion der Ausdruk
ψr = ∞∑

n=0

in+1an

[

−iH(1)
n (kr)

( einϕe−inϕ )+H
(1)
n+1 (kr)

( e−i(n+1)ϕei(n+1)ϕ

)]

. (5.36)Nah einer analogen Vorgehensweise folgt für die transmittierte Wellenfunktion der Aus-druk
ψt = ∞∑

n=0

in+1bn

[

−iJn (qr)( einϕe−inϕ )+ αJn+1 (qr)

( e−i(n+1)ϕei(n+1)ϕ

)]

. (5.37)5.2.2 Radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrr der gestreuten WelleDas Streuverhalten des Elektrons wird im Folgenden durh die Streue�zienz Q bzw.der radialen Wahrsheinlihkeitsstromdihte der gestreuten Welle jrr harakterisiert, daTransmissions- und Re�exionskoe�zienten niht wie in der üblihen Weise existieren (sie-he Abbildung 5.1). Im Folgenden werden wir zunähst die radiale Wahrsheinlihkeits-stromdihte bestimmen, da mit dieser später eine geeignete De�nition der Streue�zienzvorgenommen werden kann.Die Wahrsheinlihkeitsstromdihte der einfallenden Wellenfunktion je berehnet sih ge-mäÿ Gleihung (2.15) zu
je = ψ†e ĵψe = ( 2

0

)

, (5.38)20



wobei ĵ = σxex + σyey genutzt wurde. Um die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrrzu erhalten, muss zunähst der Operator der radialen Wahrsheinlihkeitsstromdihte inPolarkoordinaten berehnet werden. Für diesen ergibt sih
ĵr = ĵer = σxosϕ+ σysinϕ =

(
0 1
1 0

) osϕ+ i( 0 −1
1 0

) sinϕ. (5.39)Damit folgt für die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte der gestreuten Welle mit Glei-hung (5.36)
jrr (ϕ) = ψ†r ĵrψr

=

∞∑

m=0

(−i)m+1 a∗m

[iH(1)∗
m (kr)

( e−imϕeimϕ

)

+H
(1)∗
m+1 (kr)

( ei(m+1)ϕe−i(m+1)ϕ

)]

×
∞∑

n=0

in+1an

[

−iH(1)
n (kr)

( e−i(n+1)ϕei(n+1)ϕ

)

+H
(1)
n+1 (kr)

( einϕe−inϕ )] . (5.40)Nah Zusammenfassen ergibt sih
jrr = ∞∑

m,n=0

a∗manin−m 1

π

[(

H(1)∗
m (kr)H(1)

n (kr) +H
(1)∗
m+1 (kr)H

(1)
n+1 (kr)

) os ((m+ n+ 1)ϕ)

+ i(H(1)∗
m (kr)H

(1)
n+1 (kr)−H

(1)∗
m+1 (kr)H

(1)
n (kr)

) os ((m− n)ϕ)
]

.(5.41)Es bietet es sih an, Gleihung (5.41) für kr → ∞ auszuwerten. In dieser Fernfeld-Näherungerhält man unter Verwendung des asymptotishen Ausdruks der Hankel-Funktionen ausGleihung (5.23) den Ausdruk
jrr (ϕ) = 8

πkr

∞∑

n=0

|an|2 [os ((2n+ 1)ϕ) + 1]

+
16

πkr

∑

m<n

Re (ana∗m) [os ((m+ n+ 1)ϕ) + os ((m− n)ϕ)] .

(5.42)5.2.3 Streue�zienz QDie harakterisierende Gröÿe für das Streuverhalten des Elektrons ist der Streuquershnitt
σQ, der sih berehent als σQ = Irr

Ie/A , wobei Irr den Wahrsheinlihkeitsstrom der gestreutenWelle und Ie/A den Wahrsheinlihkeitsstrom der einfallenden Welle pro Einheits�ähedarstellt. Für den Ausdruk Ie/A ergibt sih gemäÿ Gleihung (5.38) der konstante Wert
2. Der Wahrsheinlihkeitsstrom der gestreuten Welle berehnet sih zu

Irr = ∮ jrds =

∫ 2π

0
jrrrdϕ. (5.43)Wegen der Gültigkeit der Kontinuitätsgleihung wird Irr für alle r denselben Wert besitzen.Es bietet sih daher an, für jrr in Gleihung (5.43) den Ausdruk aus Gleihung (5.42) zubenutzen. Da bei der Integration die Kosinus-Terme keinen Beitrag liefern, folgt shlieÿlih

Irr = 16

k

∞∑

n=0

|an|2 . (5.44)
21



Jetzt kann die De�nition der Streue�zienz Q genutzt werden, die den Streuquershnitt σzum Durhmesser des Kreispotentials ins Verhältnis setzt. Man erhält
Q =

σ

2R
=

4

ρ

∞∑

n=0

|an|2 . (5.45)Die Einführung der Streue�zienz ist vorteilhaft, um die Streuung des Elektrons an Poten-tialen mit untershiedlihem Radius vergleihen zu können.5.3 ErgebnisseAnhand der Gleihungen (5.42) und (5.45) können wir nun das Streuverhalten des masselo-sen Dira-Elektrons an einer kreisförmigen Potentialstufe untersuhen. Im Folgenden wirddie Höhe der Stufe auf V0 = 10 gesetzt und der Radius R und die Energie E sind variabel.Um die Eigenheiten des Klein-Tunnelns in Graphen besser hervorheben zu können, werdenwir dabei ein Vergleih mit einem Shrödinger-Elektron anstellen. Die entsprehenden Glei-hungen sind dem Anhang zu entnehmen2. Die für die numerishe Auswertung benötigtenBesselfunktionen wurden wie in Ref. [18℄ beshrieben berehnet.5.3.1 Streue�zienz QUm einen Überblik über die bei der Streuung an einem kreisförmigen Potential auftre-tenden E�ekte zu gewinnen, betrahten wir zunähst die Streue�zienz Q in Abhängigkeitvom Radius R für vershiedene Werte der Energie E.Zunähst soll das Streuverhalten des Dira- sowie des Shrödinger-Elektrons für den Fall
α = 1, also für eine Energie gröÿer als die Höhe der Potentialstufe, diskutiert werden. InAbbildung 5.2 ist die Streue�zienz Q (R) für das Dira-Elektron nah Gleihung (5.45)und zum Vergleih für das Shrödinger-Elektron nah Gleihung (A.26) mit E > V0 fürvershiedene Werte der Energie E dargestellt. Formal besteht zwishen den Gleihungen(5.45) und (A.26) eine groÿe Ähnlihkeit. Entsheidend für das Verhalten der Streue�zienz
Q sind jedoh die Koe�zienten an, die durh die Wellenfunktionen inner- und auÿerhalbdes Kreis-Potentials bestimmt sind. Im Fall E > V0 existieren für das Dira- und dasShrödinger-Elektron oszillatorishe Zustände im Bereih des Kreis-Potentials. Dies führtdazu, dass für beide Fälle die oszillatorishen Wellenfunktionen mit J (qR) bzw. J ′ (qR)in die Koe�zienten an eingehen (siehe Gleihung (5.29) bzw. (A.15)). Die Streue�zienzendes Dira- und des Shrödinger-Elektrons zeigen daher qualitativ das gleihe oszillatorisheVerhalten.Jetzt wird das Streuverhalten für E < V0, d.h. α = −1, untersuht. Für diesen Fall warbereits bei der Diskussion der Streuung eines Dira-Elektrons an ebenen Stufen ein wesent-liher Untershied zum Shrödinger-Elektron festzustellen (siehe perfekte Transmission,Abshnitt 4.3). Unterhalb des Kreis-Potentials existieren für das Shrödinger-Elektron nurevaneszente Wellen, weshalb in den Koe�zienten an nah Gleihung (A.14) die modi�zier-ten Besselfunktionen In (qR) eingehen. Für das Dira-Elektron existieren hingegen oszilla-torishe Zustände mit negativer Energie. In Abbildung 5.3 ist die Streue�zienz Q (R) fürdas Dira-Elektron und für das Shrödinger-Elektron mit E < V0 für vershiedene Werteder Energie E dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass sih die Streue�zienz des Shrödinger-Elektrons mit steigendem Radius R einem konstantem Wert annähert. Wesentlih für dieStreuung der Shrödinger-Elektronen ist, dass die Kurven, bis auf die Kurve mit E = 9,kein oszillatorishes Verhalten aufweisen. Dies ist auf die shnell abklingenden Lösungen2Die Streue�zienz und die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte wurden für eine dimensionsloseDira- bzw. Shrödinger-Gleihung berehnet. Dies erlaubt einen qualitativen Vergleih des Streuverhaltenszwishen Dira- und Shrödinger-Elektron. Gleihe Werte der dimensionslosen Gröÿen R und E entspre-hen niht gleihen Radien und Energien in physikalishen Einheiten.22
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α = −1.im Bereih des Kreispotentials zurükzuführen. Lediglih für die Kurve mit E = 9 kannein leihtes oszillatorishes Verhalten der Streue�zienz auftreten, da für kleine Radienund groÿe Energien die Wellenfunktion langsam genug abklingt. Die Streue�zienzen desDira-Elektrons weisen Oszillationen um einen gemeinsamen Mittelwert auf. Besondersausgeprägt sind diese Oszillationen für kleine Energien, während sie für E → V0 kaumnoh zu erkennen sind. Der Grund für das Auftreten der Oszillationen in Q liegt in derExistenz oszillatorisher Wellenfunktionen im Bereih des Kreis-Potentials, die sih in denKoe�zienten an für α = 1, sowie auh für α = −1 durh die Bessel-Funktionen J (qR)bemerkbar mahen. Man sieht, dass für kleiner werdende Energien zusätzlih shmale, teil-weise sehr stark ausgeprägte Peaks auftreten, die wir später im Detail untersuhen werden.5.3.2 WinkelverteilungMit Hilfe der Streue�zienz konnte bisher untersuht werden, welher Anteil der einfallen-den Welle gestreut wird. Neben dieser totalen Streugröÿe ist die radiale Wahrsheinlih-keitsdihte der gestreuten Welle jrr (ϕ) ein weiteres Charakteristikum des Streuverhaltens,da mit ihr die Winkelverteilung der Streue�zienz untersuht werden kann. InAbbildung 5.4ist jrr (ϕ) in Fernfeldnäherung für das Dira-Elektron nah Gleihung (5.42) und zum Ver-gleih für das Shrödinger-Elektron nah Gleihung (A.22) für vershiedene Werte von E23
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Abbildung 5.4: Radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte der gestreuten Welle jrr desDira-Elektrons in Abhängigkeit von ϕ für vershiedene Werte von E mit R = 0.2 und
V0 = 10.mit R = 0.2 dargestellt. Da die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte eine von r abhängi-ge Gröÿe ist und im Grenzfall r → ∞ den Wert 0 annimmt, wurde in der Fernfeldnäherung(5.42) r = R gesetzt, ohne dabei die Ergebnisse in qualitativer Hinsiht zu verändern. Fürdie radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte des Dira-Elektrons ist zu erkennen, dass diesefür den Winkel ϕ = π den Wert 0 annimmt. Die für das Klein-Tunneln in Graphen ha-rakteristishe Abwesenheit von Rükstreuung, die bereits in Abshnitt 4.3 mit Hilfe derErhaltung des Pseudospins erklärt werden konnte, maht sih also auh hier bemerkbar3.Desweiteren ist der Abbildung zu entnehmen, dass bei ϕ = 0 die Wahrsheinlihkeitsstrom-dihte ihren gröÿten Wert annimmt. O�ensihtlih erfährt das Dira-Elektron seine maxi-male Streuung in Vorwärtsrihtung. Mit steigender Energie nimmt die Vorwärtsstreuungim Vergleih zur Streuung in andere Raumbereihe erheblih zu. Die radiale Wahrshein-lihkeitsstromdihte des Shrödinger-Elektrons nimmt für ϕ = π einen Wert ungleih vonNull an. Dies war zu erwarten, denn der E�ekt der Abwesenheit von Rükstreuung trittniht für Shrödinger-Elektronen auf. Trotzdem erfährt auh das Shrödinger-Elektron diegröÿte Streuung in Vorwärtsrihtung, die jedoh niht so stark ausgeprägt ist wie die desDira-Elektrons.5.3.3 Detailstruktur der StreuungWie man sehen kann, weisen die Streue�zienzen Q (R) des Dira-Elektrons aus Abbildung5.3 für gröÿere Energien ein sanftes oszillatorishes Verhalten auf, während für kleinereEnergien eine ausgeprägte Detailstruktur zu erkennen ist. Im Folgenden wollen wir diesegenauer analysieren, wobei das Auftreten der shmalen Peaks von besonderem Interessesein wird. Dazu ist in Abbildung 5.5 die Streue�zienz Q des Dira-Elektrons in Abhängig-keit von E für vershiedene Werte von R mit E < V0 dargestellt (siehe obere Diagramme).Zudem sind in den unteren sehs Diagrammen für einige ausgewählte Radien R die erstenvier Beiträge |ai|2 zu sehen, aus denen sih Q gemäÿ Gleihung (5.45) zusammensetzt. DieZugehörigkeit dieser Diagramme zur jeweiligen Streue�zienz ist durh die Farbe gekenn-zeihnet.Bis auf einige Ausnahmen ist in den unteren Diagrammen zu sehen, dass für E → 0 lediglih
|a0|2 einen Beitrag an der Streue�zienz Q leistet. Dies liegt daran, dass für kleine Ener-gien nur die niedrigste Partialwelle, d.h die niedrigste Mode des Kreis-Potentials angeregtwerden kann, da die Wellenlänge des Elektrons im Vergleih zur Abmessung des Kreis-3Es lässt sih allgemein zeigen, dass für Potentiale der Form V = V (x, y) Rükstreuung für ϕ = πausbleibt [12℄. 24
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Abbildung 5.5: Streue�zienz Q des Dira-Elektrons in Abhängigkeit von E für vershie-dene Werte von Rmit E < V und V0 = 10 (obere Diagramme); im Diagramm eingezeihnetsind die Summanden |ai|2 aus Q, die den gröÿten Beitrag zum zugehörigen Peak leisten.Zum Vergleih: Die ersten vier Summanden |ai|2 in Abhängigkeit von E (untere Diagram-me); jede Farbe ist einem Wert von R zugeordnet. Mit einem Pfeil gekennzeihnet sindbesondere Stellen A, B, C, D und E, auf die im Weiteren Bezug genommen wird.25
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Abbildung 5.6: Radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte der gestreuten Welle jrr desDira-Elektrons in Abhängigkeit von ϕ für die Fälle A, B, C und D mit V0 = 10.Potentials groÿ ist. Mit zunehmender Energie, und damit kleiner werdender Wellenlänge,können nah und nah mehr Moden angeregt werden, was sih in dem Verlauf der Kurvenwiederspiegelt. Wie shnell zusätzlihe Moden hinzukommen, hängt dabei vom Radius desKreispotentials ab: Für kleine Radien sind erst bei gröÿeren Energien weitere Moden ange-regt (siehe Diagramm mit R = 0.2), wobei für gröÿere Radien shon bei geringerer Energiezusätzlihe Moden einen Beitrag zur Streue�zienz leisten (siehe Diagramm mit R = 0.5).Für groÿe Werte von E gehen die Beiträge |ai|2 in ein oszillatorishen Verlauf über (sieheDiagramm mit R = 0.5), der zusammen mit dem Vorfaktor 8/ρ in Gleihung (5.45) für den�ahen Verlauf der Streue�zienz für groÿe Energien sorgt. Wie bereits erwähnt, sind dieBeiträge |ai>0|2 für geringe Energien meist klein. Für bestimmte Parameter können diesejedoh shmale Peaks aufweisen, die sih in Form von lokalen Maxima in der Streue�zienzbemerkbar mahen. Beispiele für diese Resonanzen sind mit den Buhstaben B, C und Dgekennzeihnet. Zur Veranshaulihung sind an den lokalen Maxima der Streue�zienz dieBeiträge |ai|2 eingezeihnet, die dort den gröÿten Anteil zur Streue�zienz leisten.Die weitere Untersuhung der in den Streue�zienzen auftretenden Resonanzen wird mitHilfe der radialen Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrr (ϕ) geshehen. Unter der Annahme,dass nur ein Summand |ai|2 einen Beitrag zur Wahrsheinlihkeitstromdihte leistet, kannein einfaher Ausdruk für jrr (ϕ) gefunden werden. Dieser ergibt sih zu
jrr (ϕ) = |ai|2 [os ((2i+ 1)ϕ) + 1] . (5.46)Dementsprehend erwarten wir für die Resonanzen einen kosinusförmigen Verlauf derWahrsheinlihkeitsstromdihte, wobei die Anzahl der auftretenden Maxima durh 2i + 126
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2 des Dira-Elektrons innerhalb des Kreis-Potentials für die Fälle A(E = 0.704, R = 0.3), B (E = 0.282, R = 0.4) und D (E = 1.524, R = 0.775) (links). ZumVergleih: Die ersten vier Besselfunktionen erster Art (rehts).gegeben ist. Wir können aber auh jetzt shon festhalten, dass der Verlauf von jrr (ϕ) füreinige der Resonanzen Abweihungen vom Ausdruk (5.46) zeigen wird, da für diese diezur Herleitung von Gleihung (5.46) benutze Annahme einer isolierten Mode niht mehrgerehtfertigt ist. In Abbildung 5.6 ist die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrr (ϕ)des Dira-Elektrons in Abhängigkeit vom Streuwinkel ϕ für die in Abbildung 5.5 mit denBuhstaben B, C und D gekennzeihneten Resonanzen dargestellt. Zum Vergleih ist nohdie Wahrsheinlihkeitsdihte für den mit A bezeihneten Fall gezeigt, für den nur die un-terste Mode angeregt ist. Alle Fälle zeigen das erwartete Verhalten auf. Die Abweihungder Kurven von Gleihung (5.46) ist dabei umso stärker, je weniger die Annahme einerisolierten Mode Gültigkeit besitzt.Die Besonderheiten der Resonanzen zeigen sih auh in der Wahrsheinlihkeitsdihte

ρ = ψ†ψ des Dira-Elektrons. Die Wahrsheinlihkeitsdihte auÿerhalb des Kreis-Potentialsist gegeben durh ρ = ψ†IψI, wobei ψI = ψe + ψr. Mit den Gleihungen (5.21) und (5.36)ist es möglih, diesen Ausdruk numerish zu berehnen. Für die Darstellung der Wahr-sheinlihkeitsdihte innerhalb des Kreispotentials muss der Ausdruk ψ†tψt mit Gleihung(5.37) numerish ausgewertet werden. Für die Resonanzfälle wurde bei der Herleitung vonGleihung (5.46) die Annahme getro�en, dass nur ein Summand |ai|2 einen Beitrag zurWahrsheinlihkeitstromdihte leistet, da nur eine Mode des Kreis-Potentials angeregt ist.Diese Tatsahe sollte sih aber auh in der transmittierten Wellenfunktion niedershla-gen. Deshalb kann im Folgenden angenommen werden, dass für einen Resonanzfall nur derSummand |bi|2 einen Beitrag zur Wahrsheinlihkeitsdihte des Dira-Elektrons leistet. Fürdiesen Fall ergibt sih der Ausdruk
ψ†tψt = 2 |bi|2

[

|Ji (qr)|2 + |Ji+1 (qr)|2 − 2αIm [Ji+1 (qr)J
∗
i (qr)] os ((2i+ 1)ϕ)

]

. (5.47)Da die Jn (qr) rein reell sind [16℄, vereinfaht sih Gleihung (5.47) zu
ψ†tψt = 2 |bi|2

[

Ji (qr)
2 + Ji+1 (qr)

2
]

. (5.48)Gemäÿ Gleihung (5.48) sollte demnah für die Resonanzfälle eine Radialsymmetrie derWahrsheinlihkeitsdihte erkennbar sein. Um einen ersten Eindruk von der Verteilungder Wahrsheinlihkeitsdihte innerhalb des Kreis-Potentials zu bekommen, ist in Abbil-dung 5.7 der zu ψ†tψt proportionale Ausdruk |Ji (qr)|2 + |Ji+1 (qr)|2 für die Fälle A, Bund D dargestellt. Zum Vergleih sind im rehten Diagramm die ersten vier Besselfunk-tionen gezeigt. Es ist zu sehen, dass nur für i = 0 das Dira-Elektron eine Lokalisierung27
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Abbildung 5.8: Verteilung der Wahrsheinlihkeitsdihte ψ†ψ des Dira-Elektrons inner-und auÿerhalb des Kreispotentials für die Fälle A (E = 0.704, R = 0.3), B (E = 0.282,
R = 0.4), D (E = 1.524, R = 0.775) und E (E = 8, R = 0.2) mit V0 = 10. Der gelbe Kreiskennzeihnet das Potential.um r = 0 erfährt. Dies liegt daran, dass J0 (qr) bei qr = 0 ein Maximum besitzt, währenddie Ji>0 (qr) dort vershwinden. Für die anderen Kurven liegt das Maximum der Wahr-sheinlihkeitsverteilung niht im Zentrum des Kreispotentials, da J0 (qr) nur in der Mode
i = 0 eingeht. Es sollte sih demnah für diese Fälle eine Ringstruktur ausbilden. In Ab-bildung 5.8 ist die tatsählihe Wahrsheinlihkeitsdihte des Dira-Elektrons für die FälleA, B und D, sowie für die Parameter E = 9.9 und R = 0.2 (Bild E) dargestellt. Bild Azeigt eine radialsymmetrishe Verteilung der Wahrsheinlihkeitsdihte des Elektrons um
r = 0, genau wie wir es erwartet haben. Die Bilder B und D zeigen die ebenfalls vorrausge-sagte Ringstruktur auf. Allerdings ist in Bild D die Wahrsheinlihkeitsdihte niht mehrganz radialsymmetrish. Der Grund hierfür liegt darin, dass die Summanden |bi 6=3|2 nunneben |b3|2 einen entsheidenden Beitrag an der Wahrsheinlihkeitsdihte leisten und da-her Gleihung (5.48) nur noh als Näherungsformel anzusehen ist. Allen Resonanzfällen istgemeinsam, dass sie im Vergleih zum Auÿenbereih eine starke Erhöhung der Wahrshein-lihkeitsdihte im Kreis-Potential ermöglihen. Im Gegensatz dazu steht die Verteilung derWahrsheinlihkeitsdihte für das Parameterpaar E = 8 und R = 0.2, die keiner Resonanz-28



situation entspriht (Bild E). Es ist zu sehen, dass für diesen Fall das Elektron niht imInneren des Kreis-Potentials lokalisiert ist. Weiter kann man erkennen, wie die einfallendeWelle um das kreisförmige Hindernis gebeugt wird und damit zur Vorwärtsstreuung desElektrons beiträgt.
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6 ZusammenfassungGegenstand dieser Arbeit ist der Klein-Tunnele�ekt in Graphen und der Vergleih mit demgewöhnlihen Tunnele�ekt.Der gewöhnlihe Tunnele�ekt ist der Übergang eines Shrödinger-Elektrons zwishen zweiklassish erlaubten Zonen mit oszillierenden Wellen durh eine klassish verbotene Zone.Der Übergang durh die Barriere wird dabei durh die evaneszenten Wellen in dieser Bar-riere vermittelt. Die Tunnelwahrsheinlihkeit ist kleiner 1 und nimmt exponentiell mit derHöhe und der Breite der Barriere ab.In Graphen haben niederenergetishe Elektronen eine lineare Dispersion um den K-Punkt,der am Übergang von Valenzband E < 0 und Leitungsband E > 0 liegt. Dieses pseudo-relativistishe Verhalten erlaubt eine Beshreibung der Elektronen durh eine masseloseDira-Gleihung (Weyl-Gleihung). In dieser e�ektiven Beshreibung geht der Pseudospinein, der die Zugehörigkeit zu einem der beiden Untergitter des hexagonalen Bienenwaben-gitters angibt. Das Vorhandensein oszillatorisher Zustände mit E < 0 und die Erhaltungdes Pseudospins ermöglihen das Klein-Tunneln in Graphen, das sih in Abhängigkeit derStufen- und Streugeometrie in vershiedenen E�ekten zeigt.Für eine ebene Stufe oder Barriere kommt es bei senkrehtem Einfall zu perfekter Trans-mission. Dies folgt aus der Abwesenheit von Rükstreuung durh die Erhaltung des Pseu-dospins. Bei shrägem Einfall auf eine Stufe ist die Transmissionswahrsheinlihkeit T < 1ohne evaneszente Wellen in der Stufe. Der Transmissionskoe�zient ergibt sih aus der Ste-tigkeit der Wellenfunktionen und der Impulserhaltung parallel zur Stufe. Dies führt aufein Brehungsgesetz in Analogie zum Brehungsgesetz der Optik. Bei shrägem Einfall aufeine Barriere können Fabry-Pérot-Resonanzen mit T = 1 auftreten, wenn das Produkt ausNormalkomponente des Wellenzahlvektors in der Stufe und Stufenbreite ein ganzzahligesVielfahes von π ist.Um die Streuung einer einfallenden ebenen Welle an einer kreisförmigen Stufe zu untersu-hen, lösen wir die Weyl-Gleihung in Polarkoordinaten und entwikeln einfallende, trans-mittierte und gestreute Welle in Partialwellen. Das Streuverhalten des Elektrons harakte-risieren wir mittels der Streue�zienz Q und der Winkelverteilung der gestreuten radialenWahrsheinlihkeitsstromdihte jrr (ϕ). Die Ergebnisse werden mit dem Streuverhalten ei-nes Shrödinger-Elektrons verglihen. Im Gegensatz zu einem Shrödinger-Elektron erfährtein Dira-Elektron keine Rükstreuung, wie jrr (ϕ) zeigt. Im Gegensatz zur strukturlosenForm von Q für ein Shrödinger-Elektron, für das es unter der Stufe nur evaneszente Wel-len gibt, zeigt die Streue�zienz des Dira-Elektrons wegen der Existenz oszillatorisherZustände für E < 0 ein oszillatorishes Verhalten. Für kleine Energien kann es zur reso-nanten Anregung von Moden des Kreispotentials kommen, die zu einer starken Erhöhungder Streue�zienz führt. Dominiert nur eine Mode, ergibt sih eine Abstrahlharakteristikmit n Kosinus-Peaks, wobei n die Ordnung der Mode ist. In diesem Fall kommt es zu einerlangen Lokalisierung des Elektrons auf einem ringförmigen Orbit im Kreispotential.Das reihe Streuverhalten am Kreispotential weist eine starke Ähnlihkeit mit der Streuungelektromagnetisher Wellen an einer Kugel (Mie-Streuung) auf [16℄. Die Untersuhung die-ser Analogie zur Optik, insbesondere mit Blik auf die Resonanzen und die Lokalisierungvon Elektronen im Kreispotential, ist eine lohnenswerte Fortführung dieser Arbeit.
30



A Streuung eines Shrödinger-Elektrons am kreisförmigenStufenpotentialDamit ein Vergleih zwishen der Streuung eines masselosen Dira-Elektrons und einemShrödinger-Elektron angestellt werden kann, wollen wir im Folgenden die Gröÿen Q und
jrr für die Streuung an einem Potential gemäÿ Gleihung (5.1) im Rahmen der Shrödinger-Theorie �nden.A.1 Lösungen der Shrödinger-GleihungMit 2m ≡ 1 ist der freie Hamiltonoperator eines Shrödinger-Elektrons in Polarkoordinatengegeben als [3℄

HSh. = p2 = −
(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− L2

z

r2

)

. (A.1)Der vollständige Satz kommutierender Observablen ist gegeben durh HSh. und Lz. DieEigenfunktionen ψ (r, ϕ) der Eigenwertgleihung
HSh.ψ (r, ϕ) = Eψ (r, ϕ) (A.2)lassen sih somit in einen Radial- und Winkelanteil separieren, ψm (r, ϕ) = φm (r)χm (ϕ),wobei χm (ϕ) die Lösung der Drehimpuls-Eigenwertgleihung aus Gleihung (5.7) darstellt.Der Radialanteil von ψm (r, ϕ) ist jetzt durh die Di�erentialgleihung

−
(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− m2

r2

)

φm (r) = Eφm (r) (A.3)bestimmt. Substituiert man z = √
Er und φm (r) = Zm (r), dann ergibt sih aus Gleihung(A.3) die Bessel'she Di�erentialgleihung [16, 17℄

[
∂2

∂z2
+

1

z

∂

∂z
+

(

1− m2

z2

)]

Zm (z) = 0, (A.4)in der Zm (z) die Besselfunktionen sind. Die Eigenfunktionen der Eigenwertgleihung (A.2)lassen sih jetzt angeben als
ψm (r, ϕ) =

1√
2π
Zm

(√
Er
) eimϕ. (A.5)Die Wellenfunktion des einfallenden Elektrons lässt sih als Entwiklung nah Bessel-Funktionen erster Art shreiben [16℄,

ψe = ∞∑

n=−∞
inJn (kr) einϕ, (A.6)wobei k =

√
E. Analog lässt sih die gestreute Wellenfunktion

ψr = ∞∑

n=−∞
inanH(1)

n (kr) einϕ (A.7)mit komplexen Koe�zienten an aufstellen, wobei die Wahl der Hankel-Funktion durh dieRandbedingungen festgelegt ist. Zum Au�nden der transmittierten Wellenfunktion mussin zwei Fälle bezüglih des Brehungsindexes α = sgn (E − V0) untershieden werden. Für31



α = −1 lässt sih in Gleihung (A.4) die Substitution z =
√
E − V0r = i√V0 − Er = iqr =ix durhführen, die auf die Di�erentialgleihung

(
∂2

∂x2
+

1

x

∂

∂x
−
(

1 +
m2

x2

))

φm (x) = 0 (A.8)führt. Lösungen dieser Di�erentialgleihung sind die modi�zierten Bessel-Funktionen [16,17℄
Im (x) = i−mJm (ix) , (A.9)die nun zum Aufstellen der transmittierten Wellenfunktion mit den komplexen Koe�zien-ten bn verwendet werden können:

ψt (α = −1) =

∞∑

n=−∞
(−1)n bnIn (qr) einϕ. (A.10)Für α = 1 gilt wieder die Di�erentialgleihung (A.4) mit z = qr =

√
E − V0r und dietransmittierte Wellenfunktion shreibt sih als

ψt (α = 1) =

∞∑

n=−∞
inbnJn (qr) einϕ. (A.11)A.2 Berehnung der Streukoe�zientenDie Stetigkeit der Wellenfunktionen und ihrer Ableitungen

ψe (r = R) + ψr (r = R) = ψt (r = R) , (A.12)
∂ψe
∂r

(r = R) +
∂ψr
∂r

(r = R) =
∂ψt
∂r

(r = R) (A.13)führt auf ein Gleihungssystem zur Bestimmung der Streukoe�zienten an und bn. NahLösen dieses Gleihungssystem ergeben sih die Streukoe�zenten zu
an (α = −1) =

kJ ′
n (kR) In (qR)− qJn (kR) I

′
n (qR)

qH
(1)
n (kR) I ′n (qR)− kH

′(1)
n (kR) In (qR)

, (A.14)
an (α = 1) =

kJ ′
n (kR)Jn (qR)− qJn (kR)J

′
n (qR)

qH
(1)
n (kR)J ′

n (qR)− kH
′(1)
n (kR) Jn (qR)

. (A.15)Für den Fall α = 1 lässt sih mit Hilfe der Rekursionsbeziehungen (5.18) und (5.19), sowieder Beziehung (5.31) die Relation J ′
−n (kR) = (−1)n J ′

n (kR) ableiten, die gleihermaÿenauh für die Hankel-Funktionen gilt. Es ergibt sih damit a−n (α = 1) = an (α = 1). Fürden Fall α = −1 ergibt sih mit Hilfe der Rekursionsbeziehungen für modi�zerte Bessel-Funktionen [17℄
I ′n (qR) =

n

qR
In (qR) + In+1 (qR) , (A.16)

I ′n (qR) = − n

qR
In (qR)− In−1 (qR) (A.17)und der Beziehung I−n (qR) = In (qR) die Relation I ′−n (qR) = I ′n (qR). Daraus folgt

a−n (α = −1) = an (α = −1), sodass letztendlih allgemein die Beziehung
a−n = an (A.18)angegeben werden kann. 32



A.3 Radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrr der gestreuten WelleDie Berehnung der Wahrsheinlihkeitsstromdihte erfolgt durh (2m ≡ 1) [3℄
j = i (ψ∇ψ∗ − ψ∗

∇ψ) , (A.19)wobei der Nabla-Operator in Polarkoordinaten de�niert ist durh
∇ =

∂

∂r
er + 1

r

∂

∂ϕ
eϕ. (A.20)Der radiale Anteil der Wahrsheinlihkeitsstromdihte jrr berehnet sih nah den Glei-hungen (A.7), (A.19) und (A.20) zu

jrr = i∑
m,n

(im−nama
∗
nH

(1)
m (kr)

∂H
(1)∗
n (kr)

∂r
ei(m−n)ϕ − ..) (A.21)Unter Ausnutzung der Asymptotik der Hankel-Funktionen (5.23) folgt daraus

jrr = 2

πr

∞∑

m,n=0

(

ama
∗
nei(m−n)ϕ + a∗mane−i(m−n)ϕ

)

=
4

πr

∞∑

m,n=0

ama
∗
nei(m−n)ϕ =

2

πr

∣
∣
∣
∣
∣

∑

m,n

ameimϕ

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
4

πr

(

2

∞∑

m=1

amos (mϕ) + a0

)(

2

∞∑

n=1

a∗nos (nϕ) + a0

)

=
4

πr

( ∞∑

n=0

ε2n |an|2 os2 (nϕ) + 2
∑

m<n

εnεmRe (a∗nam) os (nϕ) os (mϕ)) (A.22)
mit εn =

{

1 für n = 1

2 für n ≥ 1
.A.4 Streue�zienz QUnter Verwendung der Rekursionsbeziehung (5.16) und Gleihung (A.7) erhält man

ψr ∂
∂r
ψ∗r =

∞∑

m,n=−∞
in−mana

∗
m

[m

r
H(1)∗

m (kr)− kH
(1)∗
m+1 (kr)

]

H(1)∗
n (kr) ei(n−m)ϕ. (A.23)Mit diesem Ausdruk lässt sih die radiale Wahrsheinlihkeitsstromdihte bestimmen undes folgt für den radialen Wahrsheinlihkeitsstrom der Ausdruk

Irr = ∫ 2π

0
jrrdϕ = 2iπkr ∞∑

m=−∞
|am|2

(

H
(1)
m+1 (kr)H

(1)∗
m (kr)−H

(1)∗
m+1 (kr)H

(1)
m (kr)

)

.(A.24)Unter Benutzung der Asymptotik der Hankel-Funktionen (5.23) folgt daraus
Irr = 8

∞∑

m=−∞
|am|2 (A.25)Der Wahrsheinlihkeitsstrom der einfallenden Welle ergibt sih nah Gleihung (A.19) zu

je = 2k = 2
√
E. Damit folgt für die Streue�zienz der Ausdruk

Q =
2

kR

∞∑

m=−∞
|am|2 . (A.26)33
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