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Kapitel 1
Einleitung

Elektronen tragen nicht nur eine Ladung, sondern auch einen Spin, der ein magnetisches
Moment erzeugt und somit an ein magnetisches Feld koppelt. Es ist daher — nicht nur von
einem theoretischen, sondern auch von einem technologischen Standpunkt aus betrachtet —
erstrebenswert, neben der Ladung auch den Spin zu nutzen, um Informationen elektronisch
zu speichern und zu verarbeiten. Die Manipulation von Elektronenspins in Festkorpern zur
Informationsverarbeitung wird als ,,Spintronik” bezeichnet [1]. Durch die Entdeckung des gi-
gantischen Magnetowiderstandes (engl.: giant magnetoresistance, GMR) durch GRUNBERG et
al. [2] und FERT et al. [3] ist die Nutzung des Spins zur Informationsspeicherung, z. B. in

Festplatten, bereits seit geraumer Zeit Realitét.

Neben diesen metallischen, elektronischen Bauteilen zur Informationsspeicherung sind auch
Halbleiter-Spintronik-Bauteile in der theoretischen Entwicklung begriffen [4]. Spinanregungen
haben in Halbleitern bedeutend langere Lebensdauern [5l [6], was bedeutet, dass Spinstrome
auf deutlich grofieren Zeit- und Langenskalen stabil sind und somit den Informationstransport
durch Spins erméglichen kénnten. Halbleiter erhalten dariiber hinaus viel Aufmerksamkeit bei
der Untersuchung Spin-basierter Phdnomene, da zirkular polarisiertes Licht benutzt werden
kann, um spezifische Spin-Orientierungen zu erzeugen und zu detektieren, und da diese Ma-
terialien bereits in der herkdmmlichen Elektronik weit verbreitet sind [7]. Der simple Ansatz,
einen Spin-polarisierten Strom in einem Halbleiter dadurch zu erzeugen, dass ein gewohnli-
cher, unpolarisierter Strom zunéchst durch eine magnetisierte Ferromagnetschicht geschickt
wird, liefert eine viel zu geringe Polarisation [§]. Vielversprechender ist es hingegen ,heifle”
Elektronen, also solche mit einer hohen Energie im Leitungsband, zu injizieren, die dann den
Spinstrom bilden [9]. Obwohl bei der Spin-Injektion in Halbleiter bereits Fortschritte [10], [11]
zu verzeichnen waren, gibt es noch Raum fiir Verbesserungen und ein genaueres Verstédndnis
der Prozesse, die zur Spin-Injektion beitragen [12]. Daher soll eine Untersuchung des Elektro-

nentransports an einer Metall-Halbleiter-Grenzschicht Hauptgegenstand dieser Arbeit sein.

Ausgangspunkt der theoretischen Beschreibung des Transports ist ein anderes, mit dem Spin

zusammenhéingendes Phénomen, ndmlich die ultraschnelle Demagnetisierung [13]. Es wurde
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gezeigt, dass ein wichtiger Beitrag zur ultraschnellen Demagnetisierung durch einen superdif-
fusiven Spin-Transport geleistet wird [I4HI6]. Dieser Transport wurde mit einer sogenannten
superdiffusiven Transportgleichung von BATTIATO et al. theoretisch untersucht und vorherge-
sagt [17), [18]. AuBerdem wurde mithilfe dieser Gleichung eine sehr schnelle Spininjektion von
einem Ferromagneten in einen Halbleiter, ausgelost durch eine Femtosekunden-Laseranregung,
beschrieben [12].

In der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls die Spininjektion von einem Ferromagneten in
einen Halbleiter untersucht. Allerdings wird nicht nur der Transport durch die Grenzflache,
sondern auch der Transport im Halbleiter, weit von der Grenzfliche entfernt, Beachtung finden.
AuBlerdem wird kein ultraschneller Transport, sondern ein stationidrer beschrieben, der zu
einem spinpolarisierten Gleichstrom fithrt. Die dafiir notwendige externe Elektronenquelle wird
in dieser Arbeit nicht weiter simuliert oder spezifiziert, es ist jedoch denkbar, dass ein Plasma,
das an die Ferromagnetschicht angrenzt, als Quelle fiir die heiflen Elektronen dienen kann
[19, 20].

Zur Beschreibung dieses Spinstroms wird eine zeitunabhéngige Form der superdiffusiven
Transportgleichung hergeleitet. Der Vorteil dieser Gleichung und der Grund, weshalb sie in
dieser Arbeit verwendet und weiter entwickelt wird, ist die Tatsache, dass mit ihr ein dreidi-
mensionaler Transportprozess unter Ausnutzung der Symmetrie mathematisch als eindimensio-
nales Problem formuliert werden kann, was das Ldsen der Gleichung vereinfacht und vor allem
den numerischen Aufwand reduziert. Dies fithrt allerdings dazu, dass man die Materialien und
die Stoflprozesse als isotrop annehmen muss, was besonders fiir die St6f3e eine starke Vereinfa-
chung darstellt. Die Herleitung erfolgt auf verschiedene Arten, ausgehend von unterschiedlichen
grundlegenden Transportgleichungen (Kontinuitatsgleichung, Boltzmann-Gleichung) bzw. von
einfachen Grundprinzipien. Dies geschieht zum einen, um zu zeigen, dass die hier erhaltenen
Resultate mit fritheren Rechnungen {ibereinstimmen bzw. sich in Ergebnisse aus anderen Ar-
beiten iiberfiihren lassen. Zum anderen geschieht dies, da es sich herausstellen wird (vgl Abs.
3.2.3)), dass es numerisch vorteilhaft ist, nicht mit dem Endresultat der Transportgleichung zu

rechnen, sondern mit einer fritheren Version.

Diese Gleichung wurde bereits in den 1950er Jahren zur Beschreibung von Neutronentrans-
port hergeleitet, dort aber hauptséachlich fiir homogene Medien und elastische Stéfle verwen-
det [2I], obwohl auch inelastische Prozesse in inhomogenen Medien damit behandelbar sind.
Hier sollen hingegen auch inhomogene Medien mit reflektierenden Grenzflichen und inelasti-
schen Streuprozessen untersucht werden. Desweiteren wird die superdiffusive Transportglei-
chung derart erweitert, dass mit ihr auch der Transport in einem Material mit einem externen
Feld beschrieben werden kann. Die Auswirkungen des Feldes auf den Transport lassen sich im
Rahmen der superdiffusiven Beschreibung untersuchen. Fiir die in dieser Arbeit présentier-
ten numerischen Resultate wird ein Nickel-Silizium-Schichtsystem betrachtet. Silizium wird
hierbei verwendet, da es sich besonders gut zum Spintransport eignet, was an der geringen
Wahrscheinlichkeit fiir einen Spin-Flip bei einem Stof liegt [9]. Das Verfahren lasst sich jedoch

einfach auf jedes beliebige Material anwenden. Es werden lediglich zwei Materialeigenschaf-
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ten der Materialien benétigt, ndmlich die Lebensdauer 7 der Elektronen und der Betrag der
Geschwindigkeit v, jeweils in Abhéngigkeit von der Energie und der Spin-Orientierung der

Elektronen.

Die Arbeit ist wie folgt strukturiert. Im Kapitel [2] wird die Theorie zur Beschreibung des
Transports erlautert. Zunéchst werden die grundlegenden Gleichungen (Kontinuitéatsgleichung,
Boltzmann-Gleichung) vorgestellt, die dem Transport zugrunde liegen und daraus dann auf
verschiedene Arten die superdiffusiven Transportgleichung hergeleitet. Im Anschluss daran
wird erortert, wie Inhomogenitdten und Reflexionen zu behandeln sind, sowie wie die Glei-
chung modifiziert werden muss, um den Transport in einem externen Feld zu beschreiben.
Das Kapitel [3| beschéftigt sich mit der numerischen Implementation der hergeleiteten Glei-
chung und mit dem Testen dieser Implementation in einfachen Systemen. Im darauffolgenden
Kapitel [f] werden die Ergebnisse der numerischen Rechnung fir ein Ferromagnet-Halbleiter-
Schichtsystem vorgestellt. Zundchst werden die Eigenschaften des Systems néher erldutert,
bevor der Elektronentransport betrachtet wird. Dieser wird einmal spinunabhéngig mit Fokus
auf dem Transportmechanismus, dem Einfluss des externen Feldes und den Energien der Elek-
tronen untersucht, und einmal spinaufgelost mit Fokus auf der Spinpolarisierung. Das letzte
Kapitel (Kap. |5) hat unter anderem eine Kritik der hier verwendeten Methodik zum Inhalt,
sowie einen Ausblick auf mégliche Weiterentwicklungen und Verbesserungen des Verfahrens.

Auch eine kurze Zusammenfassung der Ergebnisse findet sich dort.
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Kapitel 2

Grundlagen des Transports

2.1 Fundamentale Gleichungen

2.1.1 Boltzmann-Gleichung

Fine der wichtigsten klassischen Transportgleichungen ist die Boltzmann-Gleichung, die von
LuDpwIG BOLTZMANN (1844 - 1906) urspriinglich entwickelt wurde, um die Kinetik in klas-
sischen Gasen zu beschreiben [22]. Die Boltzmann-Gleichung findet aber auch Anwendung
in der Beschreibung von Transportprozessen in Fliissigkeiten oder Plasmen und auch beim

Elektronentransport in Festkorpern, was in dieser Arbeit von Bedeutung ist.

Zur Herleitung der Gleichung betrachtet man den siebendimensionalen Phasenraum, auf-
gespannt durch den Ort 7, die Geschwindigkeit ¢ und die Zeit t. Hierauf definiert man die Ver-
teilungsfunktion f(7,,t) d3r d®v, die angibt wie viele Teilchen sich im Phasenraumvolumen
d*r d®v bei 7, ¥ befinden [23]. Diese Verteilungsfunktion ist klassisch zu verstehen; quantenme-
chanisch ist es natiirlich nicht moglich, Teilchen durch Ort und Geschwindigkeit zu beschreiben,
und diese beiden GroBen sind auch nicht simultan scharf messbar [24]. Dies bedeutet streng
genommen, dass die Verteilungsfunktion eine Summe von DIRACschen J-Funktionen ist. Prak-
tisch jedoch wihlt man die Volumenelemente d®r d®v so, dass sie zwar klein sind im Vergleich
zur makroskopischen Dimension des Systems bzw. den mittleren, auftretenden Geschwindig-
keiten, jedoch so grof3, dass sich noch immer viele Teilchen in dem Volumenelement aufhalten

[25]. Die Verteilungsfunktion stellt dann eine Mittelung iiber d*r d*v dar, ist also stetig.

Nach dem Satz von LIOUVILLE bleibt in Abwesenheit von Stof8en die Dichte im Phasenraum

erhalten. Fur die Verteilungsfunktion folgt daraus
f(F+dr, v+ do, t +dt) = f(7,U,t) (2.1)

oder anders formuliert fiir kleine Anderungen der Variablen:

of . of _ of .
Sl Sod St =0, (2.2)
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Die Ableitung nach einem Vektor bedeutet hier den Gradienten nach den Komponenten des

. . . . Q o g i @
Vektors zu bilden, also beispielsweise - = ( 95 By’ bz

tereinander zu, so muss deren Effekt durch einen Korrekturterm d f|s;.s beriicksichtigt werden.

). Lasst man nun St68e der Teilchen un-

Leitet mal alle vier Terme nach der Zeit ab, erhdlt man die Boltzmann-Gleichung:

o Lo o o
R T A TR T I

B

(2.3)

wobei @ = %’Z die Beschleunigung ist, die die Teilchen durch externe Felder erfahren, weshalb
dieser Term auch Feldterm genannt wird. Der erste Term wiederum wird Diffusions- und der
Ausdruck auf der rechten Seite wird Stofsterm genannt [26]. Letzterer beschreibt die Interaktion
der Teilchen untereinander und héngt vom konkreten, untersuchten System ab. Wéhrend der
Rest der Gleichung klassisch ist, flielen in den StofSterm h&ufig quantenmechanische Beschrei-
bungen der Wechselwirkung ein. Auch ohne Kenntnis der einzelnen mikroskopischen Prozesse,
die der Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung zugrunde liegen, kénnen hier zwei wichtige Formen,

die das Stoflintegral prinzipiell annehmen kann, diskutiert werden.

Zum einen ist die Relaxationszeit-Naherung von Bedeutung. Bei diesem heuristischen Ansatz
spaltet man die Verteilungsfunktion in einen Gleichgewichts- (fy) und einen Stérungsanteil
(f1) auf, sodass

f(Fu 177 t) = fO(U) + fl(F7 Uv t) (24)

gilt und fo(?) die Lésung der Boltzmann-Gleichung ohne duBere Storungen bezeichnet[| das
heifit, dass im Gleichgewichtszustand in jeden Zustand genau so viele Teilchen hinein wie auch
wieder hinaus gestreut werden. Die StoBe der Gleichgewichtsverteilungsfunktion tragen also
nichts zum Stoffintegral bei. Ist das System nun nicht im Gleichgewicht, so wird es durch zu-
sétzliche Stofle dorthin relaxieren, und zwar nimmt man an, dass dies umso schneller geschieht,
je starker die Abweichung vom Gleichgewicht ist. Man setzt daher fiir den Stoffiterm

of f1(0)

__hv) (2.5)

at Stof3 T

an, wobei 7 Relaxationszeit genannt wird und eine charakteristische Zeit fiir das Abklingen
der gestorten Verteilungsfunktion ist. Die Relaxationszeit kann natiirlich ebenfalls von 7, ¢/
und ¢t abhéngen und kann als Maf fiir die Stédrke der Wechselwirkung aufgefasst werden: Je

grofler 7, desto schwécher bzw. seltener ist die Wechselwirkung der Teilchen untereinander.

Zum anderen lisst sich der Stofiterm auch mittels Ubergangswahrscheinlichkeiten und Summen

bzw. Integralenﬂ formulieren. Hierbei argumentiert man wie folgt: Die Besetzung der Zustéande

Im klassischen Gas wire diese Losung beispielsweise die Maxwell-Boltzmann-Verteilung und im Elektro-
nengas im Festkorper die Fermi-Dirac-Verteilung.
2Deshalb wird der StoBterm teilweise auch als StoBintegral bezeichnet.

10 Felix Willert
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¥ nimmt ab, indem Teilchen in andere Zustinde v" am selben Ort " durch Sto8e Ubergehen.
Andererseits gehen Teilchen durch St68e aus allen moglichen Zustéanden ¢ nach v iiber. Dies
erfolgt jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit w(0|0") bzw. w(¢"|v). Da sich im Folgenden mit
Elektronen beschiftigt werden wird, ist aulerdem zu bedenken, dass jeder Zustand geméf des
Pauli-Prinzips nur durch ein Elektron besetzt werden kann. Wenn man den Spin zunéchst ein-
mal ignoriert, bedeutet das, dass man die Ubergangswahrscheinlichkeiten multiplizieren muss
mit der Wahrscheinlichkeit, dass der Ausgangszustand besetzt ist und dass der Endzustand

unbesetzt ist, also mit f(7, U, t)- (1 — f(7,0",t)) und vice versa. Der Stofiterm lautet dann also

af

5 =2 | —w (@) f(7,5,8) (1= f(7,0, 1)) + w(Ed) f(7,0,8) (1= f(7,5,1) ] (26)

Stof3 o’

fir einen Ein-Teilchen-Stof3. Praktisch sind natiirlich immer auch andere Teilchen an einem
Stof beteiligt, deren Ubergangswahrscheinlichkeiten und Besetzungszahlen zusitzlich beriick-

sichtigt werden miissten. Dies soll im Folgenden jedoch keine Beriicksichtigung finden.

Es sollen nun ,heifle” Elektronen [27] betrachtet werden, also Elektronen, deren Energie £
deutlich grofer ist als die Fermi-Energie Fr. Fiir Elektronen im Festkorper ist die Gleichge-
wichtsverteilung die Fermi-Dirac-Verteilung, fir die fo(0(F)) ~ 0 fur E > EF gilt. Auch die
Storung der Glelchgevvlchtsvertellung wird als klein angenommen, also f;(7,¥,t) < 1. Setzt
man diese Naherungen in ein, vereinfacht sich der Stofiterm zu

of
ot

=3 [~ w@®) - AF T + w@T) - AT )], (2.7)

37

Stof v

Man sieht, dass der erste Term, also das Herausstreuen aus dem Zustand ¢ nicht mehr von
der Besetzung der iibrigen Zustdnde abhingt, sondern nur noch von der Summe aller Uber-
gangswahrscheinlichkeiten pro Zeiteinheit. Dies ldsst sich effektiv mit der oben erwdhnten
Relaxationszeit-Naherung beschreiben. Auch im zweiten Term ldsst sich die Relaxationszeit-
Niherung verwenden, indem man die Ubergangswahrscheinlichkeit aufspaltet in die Streurate
%, die angibt, wie haufig ein Ubergang von # in einen beliebigen anderen Zustand erfolgt;
und eine Ubergangswahrscheinlichkeit p(7]v”), die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit pro

Stof das Elektron nach ¢ gestreut wird. Der Stofiterm wird dann zu

of _frat) p( 17 U -

— = t 2.8

o e e e G (2.8)
Stof o

wobei der Index der Verteilungsfunktion unterdriickt wurde. Dies ist die Form des Stofiterms,

die in dieser Arbeit verwendet wird.

Es sei noch angemerkt, dass alle hier verwendeten Ausdriicke auch fiir andere Dimensionen

verwendbar sind. Den eindimensionalen Fall erhalt man, indem man 7 und ¢ durch eindi-
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mensionale Groflen, z. B. z und v, ersetzt und die Gradienten durch die dementsprechenden

partiellen Ableitungen.

2.1.2 Kontinuitatsgleichung

Eine weitere, bedeutende Gleichung, die zur Beschreibung von Transport benutzt wird, ist
die Kontinuitdtsgleichung. Sie kann fiir jede Erhaltungsgréfie und den dazugehorigen Fluss
formuliert werden, in diesem Fall fiir die Teilchendichte n(7,¢) und den Teilchenfluss j(7,t).
Beide Groflen sind in der Regel wie die Verteilungsfunktion in der Boltzmann-Gleichung

als statistische Mittelungen aufzufassen.

Die Kontinuititsgleichung beschreibt, dass eine Anderung der Teilchendichte an einem Ort
7 entweder dadurch bewirkt wird, dass der Teilchenfluss divergent ist an diesem Ort — also
dass netto mehr Teilchen in das Volumenelement hineinflieen als heraus oder andersherum —

oder dadurch, dass eine externe Quelle S(7,t) Teilchen injiziert. Die Gleichung lautet dann

on(r,t)
ot

+div j(7,t) = S(7,t). (2.9)

Auch die Kontinuitéitsgleichung und die spéter daraus abgeleiteten Gleichungen lassen sich
eindimensional formulieren, indem das gleiche Vorgehen wie bei der Boltzmann-Gleichung

angewandt wird.

Man bemerke, dass die in der Kontinuitédtsgleichung verwendete Teilchendichte mit der
Verteilungsfunktion aus der Boltzmann-Gleichung ([2.3)) tiber

(7, 1) = / & f(F,7,1) (2.10)

zusammenhéngt. Die Informationen iiber die genaue Kinetik der Teilchen stecken nun also
nicht mehr in der Verteilungsfunktion, sondern im Teilchenfluss ;(F, t). Des Weiteren sei an-
gemerkt, dass (2.3) aus (2.9)) abgeleitet werden kann, indem man n durch f ersetzt und die

sechsdimensionale Geschwindigkeit @ = (7, @) einfithrt und j = fi postuliert [25].

2.1.3 Wichtige Transportprozesse
Diffusion

Der Teilchenfluss kann beispielsweise diffusiver Natur sein. Das heifit, dass die Teilchen durch
haufiges Stoflen ungerichtete Zufallsbewegungen aufgrund ihrer thermischen Energie oder der
thermischen Energie des Mediums, in dem sie sich befinden, ausfithren. Hierdurch bewegen sich
statistisch betrachtet mehr Teilchen aus den Gebieten mit hoher Teilchendichte in Regionen
mit niedriger Teilchendichte als andersherum. Der daraus resultierende Teilchenfluss ist also

umgekehrt proportional zum Dichtegradienten grad n, wobei die Proportionalitdtskonstante

12 Felix Willert



2.1. FUNDAMENTALE GLEICHUNGEN

D Diffusionskonstante genannt wird. Der Fluss schreibt sich als als j(7,t) = —D grad n(7,t)

und die Kontinuitdtsgleichung wird zu

on(r,t)
ot

+ A (7 t) = S(7,1) (2.11)

mit dem Laplace-Operator A = div - grad. Fiir den spéteren Vergleich mit anderen Transport-
prozessen ist es hilfreich zu wissen, dass das mittlere Abstandsquadrat (Ar?) eines Teilchens

zu seinem Quellpunkt sich fiir diffusive Prozesse zeitlich wie (Ar?) o t verhilt.

Ballistischer Transport

Beim ballistischen Transport bewegen sich die Teilchen von ihrem Quellort auf geraden Tra-
jektorien mit konstanter Geschwindigkeit weg, ohne einen Richtungswechsel durch Stéfe zu
erfahren. Deswegen ist der rdumliche Abstand der Teilchen zur Quelle proportional zur Zeit ¢
und damit (Ar?) oc ¢2.

Anomale Diffusion

Als anomale Diffusion bezeichnet man Transportprozesse mit einem nicht linearen Zusammen-
hang zwischen (Ar?) und der Zeit ¢ [28]. In der Regel folgt die Varianz einem Potenzgesetz,
also (Ar?) oc t7. Gilt 0 < v < 1, so wird der Prozess als subdiffusiv bezeichnet und fiir v > 1
als superdiffusiv, wobei der Spezialfall v = 2, also der ballistische Transport, teilweise auch zur
anomalen Diffusion gezahlt wird [29]. Dies ist zunéchst einmal eine rein makroskopische, phé-
nomenologische Beschreibung des Prozesses. Die der anomalen Diffusion zugrunde liegenden
mikroskopischen Prozesse konnen sehr unterschiedlich sein und sind auch nicht immer einfach
herzuleiten. Fiir diese Arbeit ist ein superdiffusiver Prozess von Relevanz, der aus einer Kas-
kade von ballistischen Transporten besteht [I§] und im néchsten Abschnitt erldutert werden

soll.

2.1.4 Superdiffusive Transportgleichung
Herleitung aus dem Generationenbild

Zur Herleitung dieser Transportgleichung geht man davon aus, dass der (ballistische) Fluss
o(7, t|rg, tq) von Teilchen am Ort 7 und zur Zeit ¢ fir eine Punktquelle bei (7q, tq) bekannt
ist. Nun wird eine externe Quelle S®™*(7, tq) betrachtet und man bezeichnet als erste Teil-
chengeneration die Teilchen, die von der Quelle erzeugt, aber noch nicht gestreut worden sind.
Teilchen, die gestreut wurden, werden dann zu effektiven Quellen der hoheren Generationen
und tragen nichts mehr zur ersten Generation bei. Die Teilchendichte der ersten Generation
nM(7, t) wird dann durch die Kontinuititsgleichung

nlt(7,t)

(7 ~
M + div (bSeXt = SeXt(’]?, t) -, (212)
ot T
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DES TRANSPORTS

wobei der letzte Term die Verluste durch Streuung mir effektiver Lebensdauer 7 beschreibt

und
$Se — / dzg / dtq S(7, 1|7, tq)S™ (7o, to) (2.13)

definiert wurde.

Dies kann man natiirlich nicht nur fir eine Art von Teilchen betrachten, sondern fiir be-
liebig viele, die mit dem (Multi-)Index I indiziert werden, wobei I z. B. verschiedene Spins,
verschiedene Energie oder auch verschiedene Spezies enthalten kann. Diese unterschiedlichen
Teilchen wechselwirken zunéchst nicht. Erst wenn ein Teilchen gestreut wird, hat es einen Ein-
fluss auf die nédchsthchere Generation von Teilchen, indem sie zur Quelle fiir jene Generation
werden. Der effektive Quellterm fiir die zweite Generation lautet beispielsweise

U(Ft, 1)

(7 .
S =S pr ) ) Gl (2.14)
2 1)

wobei sowohl 7 als auch p im allgemeinen von 7 und t abhidngen konnen. Damit ldsst sich die

Kontinuitatsgleichung fiir die j-te Teilchengeneration schreiben als

(5] 7]
on + div pSnl~ = Spbi-1 — n
ot T

(2.15)

Betrachtet man nun alle Generationen, so erhélt man fiir die Gesamtteilchendichte n =
372, nbl den Ausdruck

g:: + g = (—div ¢ +id) (Sn + =) (2.16)
mit dem Identitatsoperator ia, indem man iiber alle Generationen aufsummiert. Auffillig ist,
dass der Flussterm nicht direkt auf die Dichte wirkt, wie es bei der Diffusion der Fall ist,
sondern auf die externe und die effektive Quelle. Dartiber hinaus ist zu bedenken, dass iiber
den Quelloperator S , die verschieden Teilchenarten I miteinander gekoppelt sind. Es handelt
sich bei dieser, von Battiato et al. superdiffusive Transportgleichung [17] genannten, Gleichung
um einen Satz von gekoppelten Integro-Differential-Gleichungen. Dass der so beschriebene
Transport tatsdchlich superdiffusiver Natur ist, wird in Ref. [I8] gezeigt. Der entscheidende,
physikalische Unterschied zwischen einem so beschriebenen Transport und der Diffusion ist,
dass hier zwischen zwei Stoflen eine relevante Strecke ballistisch zuriickgelegt wird, wahrend
bei der Diffusion unendlich viele Sté8e zu jeder Zufallsbewegung beitragen. Durch die endliche
zuriickgelegte Strecke zwischen zwei St68en, gibt es eine relevante Anzahl an Teilchen, die kurze
bis mittlere Strecken (im Vergleich zur Strecke zwischen St68en) zuriicklegen und dabei nicht

zu hdufig hin und her gestreut werden, sodass keinen zu groflien Anteil der Strecke mehrfach
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2.1. FUNDAMENTALE GLEICHUNGEN

zuricklegen mﬁssenﬂ Dadurch durchqueren diese Teilchen die Strecke in deutlich kiirzerer

Zeit, als Teilchen, die sich diffusiv bewegen.

Vergleich mit der Diffusionsgleichung

Wie bereits erwahnt, unterscheiden sich die Diffusionsgleichung und die superdiffusive
Transportgleichung (im Folgenden: SDTG) unter anderem dadurch, dass in letzterer der
Flussterm an die Quelle gekoppelt ist, sowie, dass bei der Diffusion von einer groflen Anzahl
von Stoflen zwischen zwei Betrachtungszeitpunkten ausgegangen wird, wihrend bei der Super-
diffusion der néchste Betrachtungszeitpunkt jeweils der néchste Stof3 istﬂ Erst im Limes grofler
Léngen, tiber die der Transport erfolgen soll, gehen die Ergebnisse fiir Diffusionsgleichung und
SDTG ineinander iiber. Wahlt man die Zeit und damit die Strecke zwischen zwei Stoflen als
sehr klein und betrachten nur Orte, die weit weg von der externen Quelle sind, sollten beide

Gleichungen auf die gleiche Lésung fiir die Teilchendichte fiihren.

Um dies zu zeigen, wird ein eindimensionales System betrachtet, es werden also 7 durch
z, usw. ersetzt und es wird angenommen, dass der Fluss ¢(z|zq) eine begrenzte Reichweite
A hat und somit die Quellstarke und die Teilchendichte am Ort zq keinen Einfluss haben
auf die Losung am Ort z, falls |z — zq| > A gilt. Es wird nun ein System mit Punktquelle

St = S . 0(z — zg) untersucht, womit die Diffusionsgleichung dann

on 0’n
lautet und die SDTG
on n 0~ =~ A
o T o= (—aquﬂd) (S-0(z = 2) + Sn). (2.18)

Es wird nun lediglich eine Teilchenspezies betrachtet, sodass Sn = 2 gilt und man erkennt

durch Subtraktion der beiden Gleichungen, dass fiir z # zg

0’n 0 ~(n
Dt =—2 <T 455z — zs)) (2.19)

gelten miisste. Sei nun |z — 25| > A und A so klein, dass fiir z — A < zq < 2+ A n(zq) =
a(zq — z) + ¢ fir zwei Konstanten a und ¢ gilt. Dann vereinfacht sich ([2.19)) zu

Dar = —¢n, (2.20)

3Und falls sie doch einen Teil der Strecke mehrfach zuriicklegen miissen, dann miissen sie dies nur endlich
oft und wahrscheinlich recht selten tun.

“Dies ist auch der Grund, weshalb der Spezialfall des ballistischen Transportes nicht mit (2.16) behandelt
werden kann: Beim néchsten Stofl nach der Erzeugung befinden sich die Teilchen bereits im Unendlichen und
man erhélt eine Nulllésung.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DES TRANSPORTS

wenn man auf beiden Seiten iiber z integriert und im Diffusionsterm die Ableitung explizit

ausfiihrt. Der Flussterm ist dann gegeben durch

z+A
dn = [ dzq(alzq - 2) + ) d(2lza) (2.21)

z—A

und man nimmt nun an, dass ¢ nur vom relativen Abstand von Start- und Zielort und anti-

symmetrisch ist, also sich

¢(2l2q) = sgn(z — 2q)¢(|z — zql) (2.22)

schreiben lasst. Damit erhélt man dann

zZ+A
dn=—a [ dzqlzq — 2| 8(]2 — =), (223)
zZ—A
was bedeutet, dass fur
z+A
D= [ dzqlza - 2| 6(]2 — zl) (2.24)
z—A

die beiden Gleichungen auf dieselbe Losung in weiter Entfernung von der Quelle fithren. Die
rechte Seite von ist offensichtlich eng mit dem zweiten (zentralen) Moment des Flusses ¢
verwandt, was nicht verwundert, da man aus der zeitlichen Entwicklung des zweiten Momentes
der Verteilungsfunktion den Diffusionskoeffizienten bestimmen kann (vgl. Abs. .

2.2 Transport in planaren Schichten

Von nun an sollen keine allgemeinen Systeme mehr untersucht werden, sondern welche, bei
denen die Materialeigenschaften sich lediglich entlang einer Achse (hier der z-Achse) dndern.
In die anderen beiden Richtungen soll sich das System homogen und unendlich fortsetzen. Dies
bedeutet allerdings nicht, dass hier eine rein eindimensionale Beschreibung verwenden wird, die
korrekten, dreidimensionalen Trajektorien der Teilchen und damit ein dreidimensionaler Fluss
sollen Beachtung finden. Auflerdem wird sich auf stationére, also zeitunabhéngige Probleme
beschrénkt.

Héufig wird sich auf Systeme beschriankt werden, bei denen sich die Materialeigenschaften
nicht stetig &ndern, sondern sprunghaft an Grenzflichen, wie das beispielsweise bei Verbund-
stoffen der Fall ist (vgl. auch Abb. . Da die Materialien zwischen den Grenzflaichen bzw.
-ebenen homogen und unendlich ausgedehnt sind, werden sie als planare Schichten bezeich-
net. Zunéchst einmal werden aber vollstindig homogene Systeme betrachtet und in diesen die
superdiffusive Transportgleichung sowohl aus physikalischen Grundprinzipien als auch aus der

Boltzmann- und der Kontinuitatsgleichung hergeleitet.
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2.2. TRANSPORT IN PLANAREN SCHICHTEN

2.2.1 Transportgleichung in dreidimensionaler Auflésung

In diesem Abschnitt wird gezeigt werden, wie der Transport in dreidimensionaler Auflosung
— also aus Volumenelementen dV”’ in ein ausgewéhltes Volumenelement dV bei 77 = (x,y, 2)
— mit einer Integralgleichung beschrieben werden kann. Hierzu betrachtet man ein unendlich
ausgedehntes, homogenes und isotropes System, das bedeutet, dass die Materialeigenschaften,
in diesem Fall ist alleine die Lebensdauer 7(7, ) relevant, weder vom Ort 7 noch von der
Richtung O abhéngt, also 7 = 7(v) gilt, wobei 7 = v - ) definiert wurde. Hieraus folgt auch,
dass die Teilchen sich zwischen den Sté8en auf ungekrimmten Trajektorien bewegen. Auch die
Streuung soll isotrop sein, aber auch randomisierend; die Ubergangswahrscheinlichkeit hingt
also weder von der Richtung des eingestreuten Teilchens, noch von der Richtung des ausge-
streuten Teilchens ab und auch nicht von der Differenz der beiden Winkel, sondern lediglich
von dem Betrag der Geschwindigkeiten, was durch p(v|v’) beschrieben wird. Aulerdem sei eine
externe, isotrope Quelle durch S™*(7,v) gegeben. Die Teilchendichte n, die hier von Interesse

ist, hdngt mit der Verteilungsfunktion f aus der Boltzmann-Gleichung iiber

n(7,v)) = / AQF (7, 7) (2.25)

zusamimen.

Herleitung aus Grundprinzipien

Die Teilchenzahl n(7, v)dV dv von Teilchen im Geschwindigkeitsintervall [v, v+dv] im Volumen
dV bei 7 lasst sich bestimmen als Integral iiber das gesamte Volumen, gewichtet durch die
,Beitrage”, die die jeweiligen Volumenelemente dV” liefern. Anschaulich gesprochen betrachtet
man alle Orte 7 und summiert alle Teilchen auf, die in dem jeweiligen Volumenelement dV’
starten und dann dV erreichen.

Der Beitrag der Volumenelemente kann aufgefasst werden als die Anzahl der dort ,erschaf-
fenen” Teilchen, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, fiir diese Teilchen das ausgewéhlte

Volumenelement dV zu erreichen.

Die Anzahl der ,erschaffenen Teilchen” setzt sich wiederum aus zwei Faktoren zusammen:

(a) Die Anzahl der ins Intervall [v,v + dv| gestreuten und extern erzeugten Teilchen pro

Zeiteinheit im Volumen dV’

/ dv'”(Z’f;) (') dV'dv + S, v) dV'dw (2.26)
T\V

(b) Die Zeit, in der die Teilchen zur Teilchenzahl in dV beitragen konnen, also dort detektiert
werden konnen. Hat das Volumenelement die Lange ds parallel zur Trajektorie, so ist

die Zeit durch % bestimmt.

Auch die Wahrscheinlichkeit dV' zu erreichen, spaltet sich in zwei Faktoren auf:
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P4

AKugL‘.f - 4 ji..'|? o F "2 I:;_

F i

Abbildung 2.1: Skizze der Geometrie, die fiir die Herleitung aus den Grundprinzipien verwendet
wurde. Dargestellt ist die Trajektorie eines Teilchens, dass bei 77 erzeugt wird und dann in das
Volumen dV (als Zylinder dargestellt) gelangt. In rot ist die Kugel aus (d) angedeutet.

(c) Die Wahrscheinlichkeit nicht gestreut zu werden, bevor dV' erreicht wird:

=

e TV (2.27)

Die Strecke 7(v)v ist die mittlere Strecke zwischen zwei St68en und wird auch als mittlere

freie Weglange (engl.: mean free path, kurz: mfp) [(v) bezeichnet.

(d) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Trajektorie durch dV verlduft. Dies ldsst sich aus dem
Verhéltnis der Fliche dA zu der Fliche A,z der Kugel mit Radius |#—7"| berechnen, da
dA proportional zu der Anzahl der Trajektorien ist, die durch dV verlaufen und Ak,

proportional zu der Anzahl aller moglichen Trajektorien. Die Wahrscheinlichkeit ist also

dA dA

AKugel - 471—‘7?_ 7?/‘2

(2.28)
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2.2. TRANSPORT IN PLANAREN SCHICHTEN

Die Teilchenzahl in dV dv ist also gegeben durch

(7, v)dVdo = / / / (2)(b)(c)(d) (2.29)

= /// dV'dv </ do’ n(;(y - v) -p(v]v') + Se"t(f',v)> TM e T (2.30)

Indem man nun die Teilchendichte und die Lebensdauer tiber die Energie E statt die Geschwin-

digkeit v(F) = ,/%E parametrisiert, sowie den angepassten Ausdruck aus (a) zusammenfasst

/ dE’

und dV = dAds beachtet, erhilt man den finalen Ausdruck fiir die superdiffusive Integralglei-

zur lokalen Quellstérke

) o(BIE) + 557 B) (2.31)

chung in homogenen Medien:

|77

e T(E(E)
= "S(r,E . 2.32
[ v s B -

Herleitung aus der Boltzmann-Gleichung

Die Integralgleichung kann auch aus der Boltzmann-Gleichung abgeleitet werden, ob-
wohl diese bekanntlich eine Differentialgleichung ist. Ausgangspunkt ist die zeitunabhéingige
(also ohne 2L Term) und feldfreie (also ohne Feldterm) Boltzmann-Gleichung (2.3) mit dem
Stofiterm, wie in (2.8]) angegeben

7- V(77 + M /dv & //dQ”f(F,ﬁ”)-p(UW’)JrW, (2.33)

47

wobei ; die Quellstirke pro Raumwinkel beschreibt und die verwendete winkelaufgeloste

Ubergangswahrsehelnhchkelt mit der zuvor verwendeten iiber

/ / 0 / / A" p(T7") = plolv”) (2.34)

zusammenhéngt, was spater noch verwendet werden wird. Die rechte Seite der Gleichung ([2.33))

ist die Emissionsstiarke pro Raumwinkel, was im Folgenden mit Q(7, ¥) bezeichnen wird.

MAn substituiert nun 7 durch 7 — Rﬁ, wodurch v - V entlang einer Trajektorie zu —U%
wird, da 0.V die Ableitung in Richtung von Q) ist. Multipliziert man dann 1’ mit v, erhalt

man die gewthnliche Differentialgleichung

d .o 1 )
- = RO + e = (i RA, 0), (2.35)
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die mit analytischen Mitteln gelost werden kann. In der Losung

Ro
- — R—Rg 1 R/
F(F— RO, 5) = (7 — R@, 5)e e 4 = / ARQ(F — RO, 5)e 5+ (2.36)
v

R

setzt man R = 0 und betrachtet den Fall Ry — 00. Der erste Term auf der rechten Seite wird

dann null und man erhalt

F(7,5) = / dR Q(F — RO, #)e=. (2.37)

An dieser Stelle wird nun 7 — RS = 7 substituiert und auf beiden Seiten iiber Q und

integriert. Man erhélt

47 - n(7,v) // dQ/dr S(r oD (2.38)

und daraus unter Beachtung von dV’ = dQdr’|F — 7|? und dem Ubergang von Geschwindig-
keiten zu Energien die Gleichung ([2.32)) [21].

2.2.2 Transportgleichung in eindimensionaler Auflésung (Milne’s Problem)

Die im vorherigen Abschnitt hergeleitete Transportgleichung soll nun vereinfacht werden und
an das Problem der planaren Schichten angepasst werden. Da Systeme untersucht werden,
in denen sich die Materialeigenschaften nur entlang einer Achse verdndern, soll die Teilchen-
dichte auch nur entlang dieser Achse aufgelost werden und die beiden anderen Dimensionen
ausintegriert werden. Das bedeutet, dass der Transport nicht mehr von Volumenelement zu
Volumenelement, sondern von Linienelement zu Linienelement beschrieben wird. Dieses Pro-
blem wurde in sehr dhnlicher Form bereits in der Neutronentransporttheorie untersucht [21],
wobei dieser Fall als Milne’s Problem [30] bezeichnet wird. Milne’s Problem stammt urspriing-

lich jedoch aus der Astrophysik, wo die Verdunkelung der Sonne untersucht wurde [31].

Zunéchst werden die Teilchendichte n und die Quellstarke S umdefiniert, sodass sie ledig-

lich von einer Koordinate, der z-Koordinate, abhéngen. Es gelte also

n(z, E) = 7 dz 7dy n(r, E), (2.39)
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Abbildung 2.2: Dargestellt ist eine mogliche Trajektorie vom Punkt zg zum Punkt z unter dem
Winkel ). Die Quelle fur den Transport setzt sich zusammen aus allen internen oder externen
Quellen im Linienelement dzq; betrachtet wird der Transport in das Volumen zwischen den Ebenen
bei z und z + dz, was durch das Linienelement dz beschrieben wird. Die eingezeichneten Winkel
¥ und ¢ sind die Integrationsvariablen.
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sowie

oo o}

S(z, E) = / dz / dy S(7, E) (2.40)
7 dz 7dy ($°(F, ) + Sn(7, B)) (2.41)
7 dz 7 dy S*(7, E) + Sn(z, E), (2.42)

wobei der Quelloperator S wie in definiert verwendet wurde. Da das System homogen
ist, ist fiir den Transport von einem Ort zum anderen lediglich die relative Entfernung der
beiden Orte von Bedeutung, sodass die Integrationen iiber x und y am Quell- und am Zielort
unabhéngig voneinander ausfithrt werden kénnen und man sich vorstellt, dass die Integration
am Quellort die ausgedehnte Quelle auf einen Ort zusammenzieht, von dem aus alle Teilchen
starten, wie es in Abb. fiir eine beliebige Trajektorie angedeutet ist. Dort und auch im
Folgenden wurden die gestrichenen Groflen, die ja die Quellorte bezeichnen, durch dieselben
GrofSen mit dem Index Q dargestellt, um die Ubersichtlichkeit zu erhthen. Um die gesuchte
quasi—eindimensionaleﬂ Transportgleichung zu erhalten, integriert man nun iber x und
y und fiihrt auf der rechten Seite der Gleichung die Integration iiber xq und yq aus. Man
erhélt

|7 = rgf?

. exp [~ T —ral
_ [q /d!/d ) 2.43
_/ 3:_ v ] v (E) (243)
und benutzt dann gemaB Abb. [2.2| den Zusammenhang |7 — 74| = |z — 2q] - cos ¥, was auf

zQ, cos? ¥ |z — zq|
E)=[d dr [ d - 2.44
n(z, / QU yru(E) / v / Yoz eXp( 7(E)u(E) cos ¥ (244)

fiihrt. Um das Flachenintegral iiber z und y zu lésen, fithrt man die Transformation (z,y) —

(9, ¢) ein, die iiber

T —xq =7-cospsiny (2.45)
Y — Yq =1 -singsinv (2.46)
mit der Jacobi-Determinante -
sin
Jl= (2 — 2, 2.47
= (- 20 2ot (2.47)

definiert ist und r = |7 — 74| gilt. Damit lautet die Gleichung fir z > zq dann

5 . . . . . . . . . .
°Quasi-eindimensional bedeutet, dass der Transportprozess zwar dreidimensional ist, die Beschreibung aber
auf eine Dimension reduziert wird.
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n(z, E) = /szi(;?(’EE))/dﬁ/dptanﬁ-eXp <_T<E)ZU(_EZ)QC0819> (2.48)

und fiir 2 < zq erhélt man einen analogen Ausdruck. Zusammen erhélt man die Losung

n(z, E) = /dZQW - Ei (—

Z— 2qQ

T(E)v(E)D = /dZQ ©(2]2q)5(2q) (2.49)

mit dem Integralexponential, das iiber
et
Ei(z) = / C (2.50)

definiert ist. AuBerdem wurde die Grofe ¢(z|zq) eingefiihrt, die nicht mit dem gleich bezeich-
neten Winkel zu verwechseln ist und als Flusskern bezeichnet wird, wobei die Energieabhan-
gigkeit der Lesbarkeit wegen unterdriickt wurde. Weshalb die Gréfle so bezeichnet wird und
warum dieses Formelzeichen verwendet wird, wird im Abschnitt ersichtlich werden.

2.2.3 Herleitung aus der superdiffusiven Transportgleichung

Wie im vorigen Abschnitt, wird auch hier die Teilchendichte in Abhéngigkeit von lediglich der
z-Koordinate betrachtet und die tibrigen Dimensionen ausintegriert. Hierzu verwendet man
die Definitionen (2.39) und (2.42), sowie die SDTG ([2.16)) in eindimensionaler und stationérer

Formulierung, also:

n(z, E)
7(E)

= (54 0) ($n(e, ) + 5=, ). (2.51)

Das einzige, was es noch zu bestimmen gilt, ist der Flussoperator $ bzw. der Fluss ¢(z|zq),
der im Flussoperator enthalten ist. Um diesen zu bestimmen, betrachtet man eine Ebene bei
2q und stellen uns — mit der gleichen Argumentation wie zuvor — die Quelle als in einem Punkt
lokalisiert, statt tiber die gesamte Ebene ,verschmiert” vor. Die Quellstarke wird wie iiblich
durch Integration {iber die gesamte Ebene berechnet. Ausgehend von dieser Punktquelle kann
dann die geometrische Anordnung aus Abb. betrachtet werden und — auf dem vorherigen

Abschnitt recht dhnliche Weise — der Fluss von zq nach z bestimmt werden.

Zunéchst betrachtet man die Flussdichte j(F) einer Punktquelle bei 7y ohne Berticksichti-

gung von Verlusten durch Streuung. Da die Quelle isotrop sein soll, ist die Richtung des

Teilchenflusses durch ij;Z\ gegeben und dessen Betrag folgt aus der Quellstarke Sy, sowie

|7

der Teilchenzahlerhaltung, die fordert, dass durch jede Kugelfliche um den Quellpunkt herum
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mit Oberfliche 47 (7 — 7g)? die gleiche Anzahl von Teilchen fliefen muss. Daher lautet die
Flussdichte L.
So T—Tq

7 =

=0 9 2.52
4 "F— FQ‘S ( )
ohne Streuung. Beriicksichtigt man nun Verluste durch Streuung mit Streurate %, so ist die
Teilchenzahlerhaltung natiirlich nicht mehr gegeben, da gestreute Teilchen als verlorene Teil-
chen gelten (vgl Abs. - Stattdessen erreichen die Teilchen den Ort 7 mit Wahrschein-
7—rg

lichkeit e~ =2 , womit die Flussdichte multipliziert werden muss.

Von Interesse ist jedoch nicht die Flussdichte ;(T_j selbst, sondern der Fluss durch eine

Ebene senkrecht zur z-Achse am Ort z. Dieser lasst sich durch
d(2]2q) = / dz / dyé. - j(x,y, 2) (2.53)

berechnen, wobei der Einheitsvektor €, die Orientierung der Ebene bestimmt und stets mit
positivem Vorzeichen gewahlt wird, auch fiir den Fall, dass z < zq gilt. Der Fluss gibt somit an,
wie viele Teilchen pro Zeiteinheit die Ebene von links nach rechts passieren. Wahlt man nun die

Quelle als bei 7 = (0,0, zq) lokalisiert und definiert Abb. folgend r? = (F—7g)* = (=20

cos?2 9

findet man unter Beriicksichtigung von <((j(2), €.) = cos ¥ den Fluss

7 cos® ¥
a [ a (-
O(z|2q) = /x Y TR

Dieses Integral ldsst sich nun unter Zuhilfenahme der Substitution (2.45) - ) 16sen. Hierzu

z— ZQ

220 D . (2.54)

TV cos ¥

definiert man noch A = und unterscheidet, ob z links oder rechts von zq liegt. Zu losen

sind dann

5 2m
A
d(z]zq) = 4—0/ ﬁ/dgp sind - exp (_cosﬁ> (2.55)
0

fir z > 2q und

cos ¥

d(z]zq) = /dﬁ/dgp sind - exp( = ) (2.56)

fir z < zq. Nach kurzer Rechnung erhélt man das Ergebnis

d(z]2q) = 520 (sen(A)e12 4+ A Fi(—|A])). (2.57)

Dieser Ausdruck fir den stationdren Fluss durch eine Ebene ldsst sich nicht nur auf diese
Weise herleiten, sondern auch aus dem aus der Literatur [I8] bekannten Ausdruck fiir den

zeitabhingigen Fluss berechnen, was in Anhang [A] beschrieben ist.

Mit diesem Ergebnis ist der Flussoperator fertig bestimmt, allerdings steht in Gleichung
[2.51] die Ableitung des Flussoperators angewandt auf die Quelle nach z. Da aber weder die
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2.2. TRANSPORT IN PLANAREN SCHICHTEN

externe Quelle S°** noch die interne Quelle Sn vom Zielort z abhidngen (vom Quellort zq

héngen sie natiirlich ab), ist es moglich die Ableitung explizit auszufithren. Unter Verwendung

von ZEi(z) = < und Zsgn(z) =2 - §(z) erhélt man

€T

- i(b(ZIZQ) = —505<A) _ SECIA) (2.58)

TV 2 TV

Um die SDTG kompakt zusammenzufassen, kann man jetzt noch die Ableitung des Flussope-

rators zusammen mit dem Identitdtsoperator betrachten und erhélt

TV 2 ™
- [az <_S(zQ)6<$> B S<§Q>Ei<;|jm> . 5%) S(ZQ)> (2.59)

—: [ dzq p(:]20)S(z0) = #5(2).

Hierbei wurde wieder der Flusskern ¢ und der dazugehérige Integraloperator ¢ eingeﬁihrtﬂ der
hauptséchlich als Ableitung von ¢ verstanden werden kann und daher dieses Formelzeichen
erhélt. Dass sich die J-Funktionen in wegkiirzen, ldsst sich im Generationenbild aus
Abs. am besten verstehen: Der Identitdtsoperator beschrieb die &ufleren Quellen aus
der vorherigen (niedrigeren) Generation oder der externen Quelle. Betrachtet man nun den
Punkt zq, so beschreibt —%QAS den Wegfluss der Teilchen aus dem Linienelement dzq und id
das Hineinflielen aus anderen Linienelementen und dann hier streuen in dzq. Im stationéren
Zustand sollten sich diese beiden Prozesse genau ausgleichen, wie man hier sehen kann. Mit

diesem Flusskernoperator ldsst sich die SDTG dann schreiben als

= ¢ (8n(z, B) + $™(, E)) (2.60)

2.2.4 Inhomogene Medien und Reflexionen

Von nun an werden inhomogene Medien mit reflektierenden Grenzschichten, also planare Sy-
steme, betrachtet. Ein beispielhaftes System ist in Abb. dargestellt. Das System kann in
beide Richtungen unendlich fortgesetzt sein oder durch eine totalreflektierende Schicht ab-
geschlossen werden. An den Orten z, befinden sich Grenzflichen, wo Reflexionen mit dem

jeweiligen Reflexionskoeffizienten R,, stattfinden kénnen, zwischen den Grenzflichen befinden

Diese Bezeichnung ist widerspriichlich zu dem, was sonst in der Literatur iiblich ist [T2} 17, I8 B2], wo die
Funktion ¢ als Flusskern bezeichnet wird. Da aber ¢ hauptsichlich benétigt wird, um ¢ zu bestimmen und der
Begriff auch fiir diese Funktion passend ist, soll dieser Konvention gefolgt werden.
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Abbildung 2.3: Skizze eines allgemeinen Schichtsystems, das hier untersucht werden soll. Das
System kénnte auch nach links fortgesetzt werden, jedoch wird meistens eine Totalreflexion an
dieser Seite angenommen. Die Reflexionskoeffizienten Ry, usw. beschreiben die Wahrscheinlichkeit
einer Reflexion an der Grenzschicht bei zg usw.; es ware in diesem Formalismus auch einfach méglich
zu unterscheiden, wie hoch die Reflexionswahrscheinlichkeit links und rechts der Grenzflache ist,
darauf wird hier aber verzichtet. Die Materialeigenschaften 7,, und v, beschreiben jeweils das
Material rechts der Grenzflache z,. Die verschiedenen Schichten kdnnen beliebig breit sein.

sich homogene Medien, die durch die Lebensdauer 7,, und die Geschwindigkeit v,, bestimmt
sindﬂ Wenn man inhomogene Medien mit reflektierenden Grenzflichen betrachtet, gilt es, im

Vergleich zum homogenen Fall ohne Reflexionen, zu beachten, dass

1. durch die Reflexionen Teilchen Linienelemente héufiger durchlaufen kénnen und daher
nicht mehr der direkte Weg zwischen zwei Punkten notwendigerweise die Streuwahr-

scheinlichkeit bestimmt,

2. wegen der Inhomogenitat die Wahrscheinlichkeit zu streuen lokal betrachtet werden

muss,

3. die Reflexionen und Transmissionen an den Grenzflichen die Wahrscheinlichkeit der

Teilchen eine bestimmte Trajektorie zu nehmen beeinflusse und

4. es nun mehrere mogliche Trajektorien von zq nach z gibt.

"und iiber die jeweilige Ubergangswahrscheinlichkeit p(E|E’), was jedoch fiir den Transport keine Bedeutung
hat, lediglich fiir den Quellterm
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2.2. TRANSPORT IN PLANAREN SCHICHTEN

[woqeymy oq] a2 /7y

zy (2 2,) Z, z z,+(z,-2,)

(a) Reflektionen lassen sich behandeln, indem man sich das System an der reflektierenden Schicht ge-
spiegelt fortgesetzt vorstellt und den Quellpunkt (oder alle zuvor durchlaufenen Orte) sich ebenfalls an
der Schicht gespiegelt vorstellt, sodass man wieder eine gerade Trajektorie hat.
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(b) Durchquert eine Trajektorie eine andere Kombination von Materialparametern, verandert sich auch die mittlere
freie Weglange und somit die Wahrscheinlichkeit gestreut zu werden.

Abbildung 2.4: Dargestellt sind zwei Skizzen zur Verdeutlichung der Beschreibung von Reflexionen
und Inhomogenitéaten. Die horizontale Achse beschreibt die geometrische Strecke in z-Richtung, die
die Teilchen zuriickgelegt haben, wihrend die vertikale Achse die zuriickgelegte Strecke in Einheiten
der jeweiligen mittleren freien Weglédnge beschreibt, was ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit gestreut
zu werden ist. Fir weitere Erlauterungen siehe den Haupttext.
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Zu 1. Durch die Reflexionen bewegen sich die Teilchen nicht mehr unbedingt auf dem di-
rekten Weg vom Quellort zq zum Zielort z, auch iiber die Bewegung in x- oder y-Richtung
hinaus. Man betrachte hierzu Abb. Die schwarze Trajektorie beschreibt den direkten
Weg und wird, da es zu keinen Reflexionen kommt, mit s, bezeichnet. Die rote und die griine
Trajektorie fithren ebenfalls von zq nach z, jedoch beinhalten beide eine Reflexion, daher der
Index 1. Da die griine Trajektorie bei z ein Rechtslaufer ist, erhélt sie das Superskript 4+ und
die rote das Superskript —. Man beachte, dass ein Teilchen, das als Linkslédufer startet, zum
Rechtslaufer werden kann und andersherum. In der Skizze erkennt man, dass man sich die
Trajektorie so vorstellen kann, als wére das Teilchen auflerhalb der Grenzflichen entstanden
und dann in das System ohne Reflexion oder anderweitige Storung eingetreten. Das Teilchen
hat dann die gleiche Strecke wie auf der tatsidchlichen, physikalischen Trajektorie zuriickgelegt
und am Ort z die gleich Richtung, allerdings hat es sich auf einer geraden Linie fortbewegt

und kann somit offensichtlich in dem bisherigen Formalismus beschrieben werden.

Dies bedeutet, dass fiir eine Trajektorie mit beliebig vielen Reflexionen zunéchst bestimmt
werden muss, welche Strecke in z-Richtung das Teilchen zuriickgelegt hat und dies dann in
die Grofle, die zuvor bereits mit A bezeichnet wurde, anstelle von z — zq eingesetzt werden
muss. Diese Grofle beschreibt also nun nicht mehr nur den geometrischen Abstand zweier
Punkte, sondern die gesamte Bewegung der Teilchen und wird im Folgenden als z-Propagator
bezeichnet. Die Grofie ﬁ, die die gesamte, dreidimensionale Strecke beschreibt, soll schlicht
Propagator heiflen. Die Bewegung in z- oder y-Richtung wird durch den Richtungskosinus cos 1
beschrieben und muss nicht gesondert fiir Reflexionen behandelt werden, da bei Reflexionen der
Winkel sich geméaf ¥ — 7 — 9 verdndert, der Richtungskosinus unter dieser Abbildung jedoch
konstant bleibt. Die 1-Integration kann also unverdndert, wie in Abschnitt durchgefiihrt

werden.

Zu 2. Auch die verdnderten Streuwahrscheinlichkeiten durch die Inhomogenitit des Mediums
lassen sich in den z-Propagator inkludieren, da ebenfalls die Richtung der Teilchen sich bei
einem Wechsel der Materialeigenschaften nicht dndert. Fiir ein allgemeines, in 2-Richtung

inhomogenes Medium miisste der z-Propagator ohne Reﬂexionelﬂ als

i dz’
A _Z{ BT (2.61)

berechnet werden. In einem Schichtsystem, wo die Materialeigenschaften stiickweise konstant

sind, lasst sich dieses Integral 16sen zu

A=RTA L 2T (2.62)

ToVo TpUn

8vgl. auch Anhang
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2.2. TRANSPORT IN PLANAREN SCHICHTEN

falls der Quellort zwischen 2y und z; liegt und z, < z < z,.1 gilt. Werden nun Reflexionen
mit einbezogen, so wird aus dem Integral in (2.61]) ein (eindimensionales) Pfadintegral; das
bedeutet, dass wenn ein Teilchen sich beispielsweise von z; nach 2z, bewegt, dort reflektiert

wird und wieder bei z; ankommt, das Integral als

/dz’+/(—dz’) :2-/dz/ 7A/dz'+/dz' —0 (2.63)

geschrieben werden muss. Das Linienelement d/ muss fiir den Hinweg also als +dz’ und fiir den
Riickweg als —dz’ geschrieben werden, sodass sich die Wege aufaddieren und nicht gegenseitig
aufheben. In einem Schichtsystem lésst sich dieses Integral wieder 16sen: Betrachtet man ein
Teilchen, dass nach seiner Erzeugung bei zq als erstes die Grenzfliche z; erreicht (unabhéngig
davon, ob dort eine Reflexion stattfindet) und nach endlich vielen Reflexionen und Transmis-
sionen im Bereich zwischen 2, und z,,; zuletzt die Grenzfliche bei z; erreicht, bevor es am

Punkt z gestreut wird, so lasst sich der z-Propagator schreiben als

ZqQ — %
7(2q)v(2q)

21 — 20 Zn+l — 2n
+ +-tu,
ToVo TnUn

Z — Zf

A =

(2.64)

T(2)v(z|

Die Betragsstriche tragen dem Umstand Rechnung, dass man nicht weif, ob zq > z bzw.
z > z gilt, die Vorfaktoren v; geben an, wie haufig die Schichten durchlaufen wurden. Zum
besseren Verstdndnis des Vorgehens, kann man die Beispiele aus Abb. betrachten: Die
schwarze Trajektorie beschreibt den direkten Weg von zq nach z. Diese hétte den z—Propagatorﬂ

Aschwarz -

21 — 2Q Z— 21
ToVo v

Die griine Trajektorie hingegen hitte den z-Propagator

A zq— 2 T3 — )z — 2
grin —

ToVo T1U1
und die rote Trajektorie

2z — 2q N (22— 21) + (20 — 2) N 4(z3 — 29)
ToVo 101 TaU2 .

Arot =

Die vertikale Achse in der Abbildung beschreibt die zuriickgelegte Strecke in Einheiten einer
beliebigen ausgewéahlten mittleren freien Wegstrecke 7v. Je héher die Trajektorie reicht, desto
hoher ist auch die Wahrscheinlichkeit gestreut zu werden} Man erkennt, dass die rote Tra-

9Da in einem beliebigen System eine sehr grofie Zahl an Parametern benétigt werden wiirde, um die Tra-
jektorie eindeutig zu definieren, verzichtet man hier auf das Einfithren praktisch verwendbarer Indizes. In dem
System, das spéter genauer untersucht werden wird, wird dann eine sinnvolle Indizierung — analog zu Abb.
— eingefiihrt.

OFin shnliches Prinzip kennt man aus der Optik, wo die optische Weglénge fiir einen beliebigen Pfad die
Strecke beschreibt, die Licht im Vakuum in der selben Zeit hétte zuriicklegen kénnen. Auf diesen Fall bezogen,
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jektorie zwar ldnger als die griine ist, sie jedoch einen Pfad beschreibt, auf dem das Teilchen

eine geringere Wahrscheinlichkeit hat zu streuen.

Zu 3. Trifft ein Teilchen auf eine Grenzfliche bei z;, so wird es — in diesem Formalismus
unabhéngig vom Winkel ¢/ — mit einer Wahrscheinlichkeit von R; reflektiert und mit 7; = 1-R;
transmittiert. Da der Flusskern ¢(z|zq) die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass ein Teilchen,
das bei zq startet, z erreicht, muss diese Funktion mit den der Trajektorie entsprechenden
Vorfaktoren multipliziert werden. Die Argumente (z|zq) reichen jetzt natiirlich nicht mehr
aus, um die Trajektorie zu beschreiben, weshalb von nun an der z-Propagator das Argument
des Flusskerns sein soll: p(A). Fiir die beispielhaften Trajektorien aus Abb. bedeutet dies,
dass der Flusskern fiir die schwarze Trajektorie mit 1 — R;, fiir die griine mit R02R12(1 — Ry)

und fiir die rote mit (1 — Ry)(1 — Ry)?R,*Rs* multipliziert werden muss.

Zu 4. Durch die Reflexionen gibt es unendlich viele mégliche Trajektorien von zq nach z,
die einen Beitrag zum Teilchentransport leisten. Die gesamte transportierte Teilchendichte ist
dann die Summe iiber die einzelnen moglichen Trajektorien. Der Flusskernoperator lasst sich

dann symbolisch schreiben als
pS(2) = [deq 3 Ry (1= o)+ R (1= Ry -+ 9(8)S(q),  (2:65)
A

wobei die v; und p; die Anzahl der Reflexionen respektive Transmissionen an der Grenzflache
bei z; angeben und die Summe iiber A {iber alle erlaubten Trajektorien von zq nach z lduft.
In der Praxis benétigt man jedoch nur endlich viele dieser Trajektorien; je linger die Trajek-
torien werden und je mehr Reflexionen und Transmissionen sie enthalten, desto geringer ist
ihr Beitrag zum Flusskernoperator. Deshalb kann man beispielsweise eine maximale Anzahl
von Reflexionen oder Transmissionen oder von beidem einfithren, bis zu der Trajektorien noch

beriicksichtigt werden.

Bemerkung zu den Randern. Wihrend man fiir die Lésung von Differentialgleichungen
Randbedingungen benétigt, handelt es sich bei der SDTG um eine Integralgleichung, die keine
Randbedingungen benoétigt. Stattdessen wird iiber den gesamten Raum integriert. In der Praxis
modelliert man natiirlich nicht den gesamten Raum, sondern beschréankt sich auf ein Teilgebiet,
weshalb auch bislang die Integralgrenzen beim zq-Integral weggelassen wurden. Ist das System
von auflen her abgetrennt, also wenn keine Teilchen in das System hinein gelangen kénnerﬂ
so hat der Raum auflerhalb des Systems keinen Einfluss auf das System und die Beschréankung

des Integrationsbereichs verdndert das Ergebnis im System nicht. Ist das System jedoch offen,

hétte man eine dquivalente Grofle, wenn man die jeweiligen mfp’s 7;v; auf einen ausgewéhlten mfp normieren und
mit diesen Groflen den z-Propagator berechnen wiirde. Dieser wiirde dann beschreiben, wie weit ein Teilchen in
einem Material mit dem ausgewahlten mfp héatte fliegen kénnen, bis es mit gleicher Wahrscheinlichkeit gestreut
worden wére. Aus diesem Grund wurde frither der Propagator auch als optische Weglinge bezeichnet [21].

1 Ob Teilchen herauskénnen, ist nicht relevant, da der Fluss aus dem System effektiv mitberiicksichtigt wird,
indem man Trajektorien, die aus dem System heraus fiihren, nicht mitberiicksichtigt.
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das heifit es flielen Teilchen hinein, dann muss der Fluss, den diese Teilchen erzeugen, in
den externen Quellterm integriert werden. Es ist nicht méglich von-Neumann- oder Dirichlet-
Randbedingungen einzufordern; die Teilchendichte bzw. deren Ableitung werden immer durch

die Gesamtheit aller Quellen bestimmt.

2.3 Transport in einem externen Feld

In diesem Abschnitt soll der superdiffusive Transport durch ein planares Schichtsystem mit
einem externen (Kraft-)Feld untersucht werden. Dieses Feld kann im allgemeinen beliebiger
Natur sein, praktisch jedoch und beim Elektronentransport im besonderen wird die Kraft
durch ein elektrisches Feld hervorgerufen, weshalb angenommen werden soll, dass die Kréfte
durch ein gegebenes Feld E (7) bestimmt sind. Damit der bisherige Formalismus Anwendung
finden kann, nimmt man ein Feld in z-Richtung an, das, wie das Material selbst, sich nur in
z-Richtung veréindert, also: E(7) = E.(z) - €.. Zunichst werden keine weiteren Bedingungen
an das Feld gestellt, spéater jedoch wird der Spezialfall eines konstanten Feldes betrachtet und

genauer analysiert werden.

2.3.1 Herleitung der Transportgleichung

Durch das externe Feld werden die Teilchen parallel zur z-Achse beschleunigt, wihrend sie
senkrecht hierzu ihre Geschwindigkeit beibehalten. Das heifit die Geschwindigkeit parallel zur
z-Achse hiangt nicht mehr nur von den Materialeigenschaften, sondern auch vom Feld (und
somit von der z-Koordinate) ab. Damit dndert sich auch die Flugbahn: Die Trajektorie wird
gekriimmt. Anstatt zu jedem Zeitpunkt den Winkel ¥} zur z-Achse zu haben, dndert sich der
Winkel in Abhéngigkeit von E,(z): ¥ — ¥'(z) mit dem Anfangswinkel ¥'(zq) = . Der Winkel
¥ ist durch das Verhéltnis von Geschwindigkeit senkrecht (v, ) und Geschwindigkeit parallel

(v)) zur z-Achse geméi8
tant'(z) = vi(z B) (2.66)
vz, E) .

bestimmt. Die beiden Geschwindigkeitskomponenten (bzw. deren Betrag) wiederum lassen sich

aus der Anfangsgeschwindigkeit v(FE) und dem Potentia][l—_zl U, welches das externe Feld be-

schreibt, bestimmen. Zusammen mit der klassischen Energie-Geschwindigkeit-Relation E;, =
m

5112 findet man

vy(z, E) =v(F) -sind (2.67)

lv(z, B)| = \/U(E>2 - cos? ) — M, (2.68)

m

12Mit dem Potential ist hier das Potential im Sinne der klassischen Mechanik gemeint, nicht das elektrische
Potential. Es gilt also fir Elektronen —%U = —e-F..
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wobei m die Masse des Teilchens ist und AU(z|zq) = U(z) — U(zq) gilt. Der Betrag der Ge-
schwindigkeit v(F) ist unter diesen Voraussetzungen auch nicht mehr beliebig energieabhéngig,
sondern es gilt v(F) = \/%7]5 . Dass auf diese Weise nur der Betrag der Parallelgeschwindigkeit
bestimmt ist, wird — wie sich im Folgenden zeigen wird — nicht weiter ins Gewicht fallen, da es
moglich ist, den Transport zu beschreiben ohne ¢'(z) explizit zu nutzen und da im Flusskern
v lediglich innerhalb von Betragsstrichen vorkommen wird.

Das Potential weist dariiber hinaus auf ein weiteres Problem hin, dass es zu beachten
gilt: Durch das Potential ist es Teilchen nicht mehr moglich von jedem beliebigen Punkt aus
jeden anderen Punkt zu erreichen, wenn die Energie des Teilchens nicht ausreicht das Po-
tential zu iiberwinden. Entscheidend ist hierbei nicht die gesamte kinetische Energie, sonder
nur der Anteil in paralleler Richtung, sodass der Transport an einigen Punkten nicht mehr
fiir alle Winkelbereiche méglich ist. Deshalb wird in den beiden folgenden Unterabschnitten
die Transportgleichung und der Fluss fiir erlaubte Trajektorien, also solche, die physikalisch
moglich sind, hergeleitet. Dabei wird angenommen, dass der untersuchte, aber nicht n&her
spezifizierte Winkelbereich erlaubte Trajektorien liefert. Im Abschnitt 2.3.2] wird dann genau-
er darauf eingegangen, wie erlaubte Trajektorien bestimmt werden und wie sich daraus die

erlaubten Winkelbereiche bestimmen lassen.

Herleitung aus Grundprinzipien

Um die Transportgleichung mit externem Feld herzuleiten, ist es notwendig frither als zuvor
die Symmetrie des Systems auszunutzen.Von Interesse ist nicht der Transport von Volumen-
element zu Volumenelement, sondern von einer Ebene zu einer anderen, die jeweils durch ein
Linienelement beschrieben werden. Hiervon abgesehen kann auf analoge Weise zum Vorgehen
in Abschnitt 2:2.1] die Transportgleichung hergeleitet werden.

Es sei eine Quellstirke S(z, F) gemiB gegeben. Die Teilchenzahl n(z, E') dz dE lasst

sich wie zuvor aus vier Faktoren berechnen:

(a) Der Quellstirke S (zq, E — AU(z|zq)) dE am Ort zq pro Zeiteinheit. Dies ist die Quell-
starke in dem Energieintervall, das sicherstellt, dass die Teilchen am Zielort eine Energie

im gesuchten Energieintervall haben.

(b) Der Wahrscheinlichkeit eines erzeugten Teilchens die Ebene bei 2z zu erreichen, bevor es

gestreut wird. Diese lasst sich berechnen, in dem man den bekannten Propagator durch

das Linienintegral (vgl. Gl. (2.61]) )

dz’
A= / (= E)oy(# E) (2.69)

2Q

ersetzt, wobei E sich auf die Energie der Teilchen am Quellort zq bezieht. Die Wahr-

scheinlichkeit, die Ebene zu erreichen ist dann wie gewohnt durch =2l gegeben.
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(¢) Der Wahrscheinlichkeit in den Raumwinkelbereich df2 emittiert zu werden:

o

pEmis(ﬂ7 g&)dQ - 47
m

(2.70)

(d) Der Zeit, in der das Teilchen im Linienelement dz zur Teilchenzahl beitragen kann. Diese

dz

lasst sich mittels der Parallelgeschwindigkeit als t;,, = ———— bestimmen.

v (2, E)

Die Teilchenzahl bei z ldsst sich dann als Integral iiber alle (erlaubten) Raumwinkel und alle
Quellorte iiber das Produkt der vier Faktoren berechnen. Nutzt man die Symmetrie aus und

fithrt die ¢-Integration explizit aus, erhélt man fiir die Teilchendichte den Ausdruck

B . S(zq, E— AU(z|2q))
n(z, E) _/sz/dﬂ Sm02vu(2,E—AU(z\zz)) exp(—|A]). (2.71)

Herleitung mittels des Flusses

Ist der Teilchenfluss ¢ bekannt, kann der Transport mit der SDTG beschrieben werden.
Um den Fluss durch eine Ebene in einem externen Feld zu bestimmen, ist es nicht mehr so
einfach mdoglich die Flussdichte 5(77) aufzustellen und daraus ¢ zu berechnen, da die gekriitmm-
ten Trajektorien es stark erschweren, die Flussdichte zu berechnen. Stattdessen fiihrt ein etwas
anderer Ansatz unter Ausnutzung der Tatsache, dass es nicht von Interesse ist, wo die Teilchen
die Ebene erreichen, zum Ziel: Der Fluss einer Punktquelle lasst sich auffassen als die Anzahl
der per Zeiteinheit erzeugten Teilchen, die die Ebene erreichen, multipliziert mit einem Vorzei-
chen, dass die Projektion der Richtung der Teilchen auf die z-Achse angibt. Geht man davon
aus, dass man das Vorzeichen aus der relativen Lage von z und 2q und der genauen Kenntnis
der Reflexionen bestimmen kann, geniigt es die Quellstirke und die Wahrscheinlichkeit, nicht
gestreut zu werden, zu kennen. Der Fluss ist dann das Integral iiber alle Raumwinkel, die zu
erlaubten Trajektorien fithren, von der Quellstarke und der Wahrscheinlichkeit die Ebene zu
erreichen. Ignoriert man zunéchst die Energieabhédngigkeiten sowie Reflexionen und betrachtet

eine isotrope Punktquelle bei zq mit Quellstérke Sy, lautet der Fluss

dz’

o(elie) = sen(z ) [ a0 S exp [ | ] = Ee

Q

(2.72)

wobei die Exponentialfunktion, wie im vorherigen Abschnitt, die Wahrscheinlichkeit nicht zu
streuen angibt und die Signum-Funktion das Vorzeichen ohne Reflexionen bestimmt. Betrach-
tet man die Energieabhéngigkeiten nun, muss man beachten, dass die Teilchen, wenn sie sich im

Potential bewegen, Energie gewinnen oder verlieren kénnen. Will man den Fluss von Teilchen
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mit der Energie F durch die Ebene bei z bestimmen, so muss man Teilchen betrachten, die

am Ort zq die Energie F'— AU(z|zq) hatten. Dem folgend ist dann der Fluss der Punktquelle

d(z]zq; E) =sgn(z — zq) // 40 So(E — AU(z|2q))

47
/Z 1 (2.73)
- exp
) 7(2', E — AU (2|2q))v) (¢, E — AU(z|2q))

und der Propagator im Exponenten soll im Folgenden nicht mehr ausgeschrieben werden, son-
dern mit A bezeichnet werden. Fithrt man einen Teil der Winkelintegration unter Ausnutzung
der Symmetrie aus, erhédlt man

O(2|2q; E) = /d19 sin SolE = A2U(Z’ZQ)) e Al (2.74)

und kann damit den Flusskern ¢(z|zq; E) berechnen. Die Ableitung des Flusses nach z besteht
aus zwei Summanden, einem stetigen Anteil und einem, der eine d-Funktion enthélt und sich,
wie in (2.59)), mit dem Identitdtsoperator aus der SDTG wegkiirzt und deshalb hier nicht

angegeben werden soll. Der zu verwendende Flusskern lautet

(2.75)

p(2l2q; B /df} sing 0E = LUE) ja

27(z, E)vy (2, E)

und es sei darauf hingewiesen, dass sowohl A als auch v vom Integrationswinkel ¥} abhéngen.
Mit diesem Flusskern kann dann wie in (2.59) der Flusskernoperator gebildet werden und
damit die SDTG mit externem Feld aufgestellt werden, die formal genauso wie (2.60)) aussieht.

2.3.2 FErlaubte Trajektorien und kritische Winkel

Ein nicht konstantes Potential beeinflusst die Trajektorien, die den Teilchentransport verur-
sachen, auf zweierlei Art. Zum einen tragen fiir bestimmte z und zq nicht mehr alle Winkel
zum Transport bei, die dies ohne Feld getan hétten, da fiir zu steile Winkel ¢ die kineti-
sche Energie parallel zur z-Achse (£)) nicht mehr ausreicht, um das Potential zu iiberwinden.
Zum anderen gibt es Trajektorien, die ohne Feld nicht aufgetreten wéren, da Teilchen, deren
parallele Energie £ nicht ausreicht, um das Potential zu {iberwinden, an dem Ort an dem
ihre parallele Energie null wird, umkehren und in entgegengesetzter Richtung weiter propagie-

ren. Dieser Effekt wirkt wie eine Reflexion am Potential und kann auch so beschrieben werden.

Entscheiden dafiir, ob eine Trajektorie zu einem gegeben Anfangswinkel ¥ ist also die par-
allele Energie, die als | = %lvﬁ definiert ist. Eine Trajektorie ist physikalisch méglich, wenn
an jedem Punkt z’, den die Trajektorie durchlauft, die parallele Energie grofier als Null ist.
Alle Winkel, fiir die dies bei der betrachteten Trajektorie gilt, tragen, dann zum ¥-Integral in
bei, dies kdnnen je nach Wahl der Orte und der Gesamtenergie auch gar keine Winkel
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U
U( zQ)+Ecrit,1 T

U( ZQ) + Ecrit,Q 1
U(z)+E,,

U(z,)

Abbildung 2.5: Beispielhafter Potentialverlauf in einem System mit zwei Grenzflachen bei 2z; und
Z,, eingezeichnet sind die Energien, die benétigt werden, um die Punkte z;, 2z, und z vom Punkt
2q aus zu erreichen.
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Abbildung 2.6: Skizze der kritischen Winkel, die den Energieniveaus in Abb. entsprechen.
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sein. In der Praxis miissen also fiir jede mogliche Trajektorie und jede moglich Kombination
von 2z und zq die Winkel bestimmt werden, fiir die £ > 0 an allen Orten 2’ der Trajektorie

gilt, aber F = 0 an einem Punkt, um die Integrationsgrenzen fiir das Integral zu finden.

Ist es fir ein Teilchen moglich den Zielort z von zq aus zu erreichen, da Ej(z2q) > AU(z|zq)
gilt, wihrend einige Trajektorien nicht erlaubt sind, da bestimmte Grenzflichen nicht erreicht
werden konnen, gibt es stattdessen neue Trajektorien durch Reflexionen am Potential. Hierbei
erfolgt die Reflexion mit Reflexionskoeffizient R = 1 am Umkehrpunkt zy(zq, ), E), der durch
E|(2y) = 0 bestimmt ist.

Das Vorgehen soll qualitativ an dem Potentialverlauf in Abb. beispielhaft beschrieben
werden. Hierfiir werden ein fester Quellort zq und ein fester Zielort z betrachtet. Teilchen,
deren parallele Energie am Quellort kleiner als die eingezeichnete Energie E. ist, ist es nicht
moglich den Punkt z iiberhaupt zu erreichen. Ist ) (2q) < Edit 2, gelingt es den Teilchen nicht
mehr den rechtsseitigen Potentialberg zu iiberwinden und die Grenzfliche bei z, zu erreichen;
statt der Reflexion bei z,, erfolgt eine Reflexion bei einem zy zwischen z und dem Maximum
des Potentialberges. In der anderen Richtung gilt analoges: Gilt F, (zQ) < E. 1 kann die linke
Grenzfliche bei z; nicht erreicht werden, stattdessen kann es zu einer Reflexion am Potential

kommen.

Diese Grenz- bzw. kritischen Energien entsprechen kritischen Winkeln, die die Integrati-
onsgrenzen bei der ¥-Integration darstellen. Der Zusammenhang ist dariiber festgelegt, dass
die Parallelenergie von der Parallelgeschwindigkeit abhéngt, die wiederum vom Startwinkel ab-
héangt. Die Parallelgeschwindigkeit wird durch cos bestimmt, was dazu fiihrt, dass zu jeder
kritischen Energie zwei kritische Winkel gehoren. Einer, der dem Hauptwert des Arcuskosinus
entspricht und fiir die Teilchen, die nach rechts starten relevant ist und einer der zwischen 7
und 7 liegt und die Linksstarter beeinflusst. Ersterer wird ohne Zusatz notiert, wahrend Letz-
terer durch eine Tilde (,,~ ") gekennzeichnet wird. Was dies fiir die Integration im Flusskern
bedeutet, ist in Abb. 2.6 angedeutet. Das Integral mit Propagatoren, die sowohl z; als auch z,
enthalten, wird von 0 bis 9.1 bzw. ﬁcm,l integriert, je nachdem, ob das Teilchen nach links
oder rechts startet, wihrend fiir Propagatoren, die Rechtsstarter beschreiben, die dann bei 2z,

und links von zq am Potential reflektiert werden, von 9.1 bis ¥, 0 integriert werden miissen.

Die erlaubten Trajektorien und dazugehorigen Winkelbereiche zu bestimmen, kann in der Pra-
xis fiir komplizierte Potentialverlaufe und viele Grenzflichen sehr aufwendig sein. Im Folgenden
werden allerdings nur homogene Systeme (zum Testen der Numerik) und ein Metall-Halbleiter-
Schichtsystem betrachtet, wie es in Abb. 2.7 qualitativ skizziert ist. Fiir dieses System, in dem
das Potential entweder konstant ist oder linear abfillt, konnen die kritischen Winkel und die

Umkehrpunkte unkompliziert berechnet werden.
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Zunichst einmal sei das Potential fiir Elektronen durch

{UO 20 S z S Z1
U(z) = (2.76)

U +alz—2z) 21 <2< 2

gegeben, mit o = LUM < 0 und der Elementarladung e. Man erkennt, dass die kritischen
Energien bzw. Winiél vgrll zp und 2z, zusammenfallen aufgrund des konstanten Potentials im
Metall und fiir 2, kein kritischer Winkel benotigt wird, da dort keine Reflexionen stattfinden
und Elektronen von jedem Ort aus und fiir jeden Anfangswinkel die Grenzfliche erreichen
kénnen. Daher wird der Index, der die betrachtete Grenzfliche bei den kritischen Winkeln
angibt, im Folgen den unterdriickt. Aulerdem bemerke man, dass fiir z > zq, sowie fiir zq im
Metall der Punkt z stets erreicht werden kann; 9., ist also fiir diesen Punkt 5. Fir zq im

Metall und z < zq sind dann die kritischen Winkel durch

2a(z — 2q)
Verit(2q, E) = arccos < W (2.77)
2a(z — zq)
19cut(z, 2Q, E) = arccos ( U(E)ZT)’L) (278)
Derie(2qp E) = T — Denie (20, E) (2.79)
5cut(z, 2q, E) =1 — Ve (2, 2q, F) (2.80)

gegeben und der Umkehrpunkt fiir Winkel ¥ mit Vei(2q, E) < ¥ < Jeut(z, 2q, ) oder
gcut(z; zq, F) <0 < vgcm(zQ, E) ist durch

v(E)? - cos? ¥ -m

ZU(ZQ,E,ﬁ) :ZQ+ 2%

(2.81)

gegeben. Eine Ubersicht iiber die dadurch méglichen Trajektorien und die zur Berechnung
dieser benétigten Integrationsgrenzen findet sich in Anhang

2.4 Propagatoren im Metall-Halbleiter-Schichtsystem

Um die Flusskerne zu bestimmen und damit den Transport zu beschreiben, werden die Propa-
gatoren A benotigt. Hierfiir mache man sich zunéchst klar, dass der Fluss fiir eine Trajektorie,
die zwei Schichten (hier: Metall und Halbleiter) durchlduft, fiir ein einzelnes Teilchen (also
Quellstiarke 1) als die Wahrscheinlichkeit weder im Metall, noch im Halbleiter gestreut zu
werden, interpretiert werden kann. Der Fluss durch beide Schichten ist also — bis auf einen
Vorfaktor, der berticksichtigt, dass bei einer Streuung Teilchen nach links oder nach rechts star-
ten konnen, wahrend sie bei einer Transmission eine vorgeschriebene Richtung haben — das
Produkt der beiden einzelnen Fliisse. Da die Propagatoren im Exponenten in den Flussker-

nen stehen, ist der Betrag des Propagators fiir eine Trajektorie, die durch mehrere Schichten
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idealer
Ro R1 Kontakt
I

Halbleiter

Abbildung 2.7: Skizze des untersuchten Systems und des dazugehérigen Potentialverlaufs, beste-
hend aus einem (ferromagnetischen) Metall, in das Elektronen von links injiziert werden, und einem
Halbleiter. Bei 25 und z; befinden sich reflektierende Grenzflachen, wobei R, wenn nichts anderes
geschrieben auf eins gesetzt wird. Bei z, befindet sich eine nicht reflektierende Grenzflache, die
eine idealen Kontakt darstellen soll, d. h. alle Teilchen, die die Grenzflache erreichen, verlassen
das System und keine Teilchen treten in das System ein. Die Teilchen, die das System verlassen
stellen den Teilchenfluss ¢(2,) dar. Das Potential ist durch eine duBere, angelegte Spannung U*
bestimmt. Im Metall wird das elektrische Feld abgeschirmt, weshalb das Potential dort konstant
ist, wahrend das Potential im Halbleiter linear abfallt und somit fiir eine konstante Beschleunigung
der Elektronen in positiver z-Richtung sorgt.

verlduft, die Summe der Betrage der einzelnen Betrége in den Schichten, unabhéngig von der

konkreten Form der Propagatoren.

Die Propagatoren waren iiber das Integral

dz’
-/ (= E)oy (. B) (2.82)

definiert, wobei in diesem Abschnitt F die Energie am Quellort sein soll. Dieses Integral
muss, wie im Abschnitt beschrieben, entlang des Pfades des Teilchens gelost werden. Der
Propagator ist dann proportional zur Projektion der zuriickgelegten Strecke auf die z-Achsd™}

13Dies entspricht dem Propagator ohne Feld mit 7vcos® = 1.

38 Felix Willert



2.4. PROPAGATOREN IM METALL-HALBLEITER-SCHICHTSYSTEM

die im Metall mit Az™ und im Halbleiter mit Az"" bezeichnet werden soll. Die Strecke AzM
kann stets in der Form
AM =2 4 2 + 20 + i1 (2.83)

mit ganzen Zahlen v; geschrieben werden, da durch diese vier Punkte die gesamte Trajektorie
bestimmt ist (vgl. auch Anhang [B.2)). Fiir Az"" gilt Analoges. Der dazugehorige Propagator

AM kann dann in die Form
AM = 1(2) £ 1(2q) + vot(z0) + v11(21) (2.84)

gebracht werden, wobei

dz’
"z) = / T(2', E)v (¢, E) (285)

2Q
gilt. Dies ist moglich, da das Integral in ein Pfadintegral ist und der Pfad so in einzelne
Teilstiicke aufgespalten wird. Dadurch, dass als Startpunkt fiir jedes Teilstiick der Quellort
zq verwendet wird, werden einige Strecken héufiger berechnet, als sie tatsdchlich durchquert
werden, jedoch sind die Vorzeichen derart, dass diese unphysikalischen Strecken in der Summe

keinen Beitrag leisten.

Das Integral kann natiirlich nicht fiir jede Energieabhéngigkeit der Lebensdauer 7(FE)
analytisch gelost werden. Da das numerische Losen der Integrale aber die Rechenzeit fiir das
Losen des Transportproblems deutlich erhoht und zum Testen der der numerischen Implemen-
tation, sowie zum Verstandnis der Wirkung der Energieabhéngigkeit der Lebensdauer auf den
Transport einfache Funktionen besser geeignet sind, werden nun vier verschiedene, einfache
Formen von ¢(z) bestimmt, die wichtigen physikalischen Spezialfillen entsprechen. Der erste
Fall bezieht sich auf das Metall, wo das Feld abgeschirmt wird und daher keinen Einfluss auf
den Propagator hat. Die restlichen drei Fille beziehen sich auf den Halbleiter, wobei die mitt-
lere frei Weglidnge der Elektronen einmal mit der Energie steigen wird, einmal konstant bleibt

und einmal kleiner wird.

1. Der erste wichtige Spezialfall ist der bereits bekannte Ausdruck im Metall, bei dem fiir
eine gegebene Anfangsenergie 7(2', E) = 7, fir alle 2/, sowie v (2, E) = vy cos? gilt.
Damit erhélt man

Z—2qQ

M
== 2.
(z) ToUo| cos V| (2.86)

Die Betragsstriche um den Kosinus herum sind nicht notwendig, da A und damit ¢ immer
nur in Betragsstichen vorkommt, durch die Verwendung der Betragsstriche erhélt man

jedoch ein mit den Ergebnissen im Halbleiter konsistentes Ergebnis.

2. Auch im Halbleiter lohnt es sich den Fall konstanter Lebensdauer zu betrachten, der

aufgrund des Feldes nur vorhanden sein kann, wenn 7(E) = 7, = const. gilt. Da die
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Energie des Teilchens und damit die Parallelgeschwindigkeit sich beim Bewegen durch

das Potential dndert, erhilt man einen anderen Ausdruck fiir ¢(z) als im Metall, ndmlich

Z—zZQ

2
a , (2.87)

M0(2) = T \/vl(E)2 cos? ) — —x)

Ty mq

=0

in dem, wie in allen folgenden Rechnungen fiir den Halbleiter, v, (F) = 1/mllE mit der

effektiven Masse m, gilt.

3. Ebenfalls von Bedeutung ist der Fall konstanter mittlerer freier Weglinge, also 7(E)v(E) =
| = const. Da v x VE gilt, gilt dementsprechend 7 o ﬁ Gilt fir eine gegebene An-
fangsenergie 7(E) = 7, und E = Ztv,?, gilt fiir 1(2):

1 7 E—a(z -z
LHL’I(Z) - /dzl \/ ( Q)
T1U1 Ecos?t — a2 — zq)
zQ
1

—QT1U1

Z*ZQ
| cos? v —
+ E'sin? ¥ arsinh m—_QQI ]
FE sin

=0

VE — azVEcos?d — ax (2.88)

4. Um den Fall mit der Energie abfallender mittlerer freier Weglénge zu berticksichtigen,
wird zuletzt der Fall 7 % betrachtet. Auch hier sei wieder fiir eine Anfangsenergie

FE = %012 die Lebensdauer 7; bekannt, womit man

LHL’Q(Z) :/dz' E— O‘(Z/ — ZQ)
2 nE\Jvi2cos? — 22 (2 — 2q)
— 2 2
= m (Oéq; + 20,2 cos? 19) 02 cos? ¥ — 2 (2.89)
3arv12 \'m m
2 Z*ZQ
B m%ﬁ ot %]
oty m
x=0

erhalt.

Im feldfreien Fall, also fiir o — 0, miissen die Propagatoren aus 2. - 4. bzw. die dazugehérigen
¢ mit dem Propagator aus 1. iibereinstimmen fir 79 = 7, und vg = v;. Dass dies tatséchlich
der Fall ist, wird in Anhang nachgewiesen.
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Kapitel 3

Numerische Implementation und

deren Test

3.1 Feldfreier Transport

3.1.1 Numerische Implementation

Numerisch zu lésen ist die SDTG , wobei die Dichten und die Quellen, sowie die Ma-
terialeigenschaften von der Energie und der Spin-Orientierung abhéngen. Die Gleichung wird
iterativ gelost. Das bedeutet, dass sich der Lésung durch das wiederholte Ausfithren desselben
Verfahrens schrittweise angendhert und diese somit approximativ bestimmt wird. Das Anwen-
den des Verfahrens wird auch Iterationsschritt genannt. Ausgangspunkt fiir einen jeweiligen
Iterationsschritt ist die Losung des vorherigen Iterationsschrittes. In diesem konkreten Fall
heiBt das, dass zunéchst (im nullten Iterationsschritt) eine Losung fiir n(z, o, F) geraten wird.
Diese Losung setzt man dann auf der rechten Seite von ein und berechnet daraus die
linke Seite der Gleichung und somit eine neue Losung fir n(z, o, F); dies ist der erste Iterati-
onsschritt. Auf diese Losung kann das Verfahren dann erneut angewandt werden. Dies fithrt
man so lange fort, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist. In der Regel ist dies, dass die relative
Anderung der Losung von einem Iterationsschritt zum nichsten kleiner ist als ein vorher be-
stimmter Schwellenwert. Sei als n;(z, 0, E) die Lésung nach dem j-ten Iterationsschritt und
Cabbruch der Schwellenwert. Dann wiirde
n[j+1]<zv g, E) — Ny (2,0, E)

max < CAbbruc 3.1
0B ny+1(z,0, E) Apbet 31

bedeuten, dass die Losung n;;(2, 0, E) als approximative Losung akzeptiert und das Iterati-
onsverfahren abgebrochen wird. Jeder einzelne Iterationsschritt (also das Berechnen der linken
Seite der Gleichung) besteht wiederum aus zwei Schritten: Zuerst werden die Quellen Sn+ Gext

berechnet und danach der Integraloperator gg auf diese Quellen angewandt.
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Gelost wird auf einem dreidimensionalen Gitter, aufgespannt durch den Ort z, die Spin-
Orientierung o und die Energie F. Die Spin-Orientierung o ist bereits diskret (Orientierungen
»up” und ,down”), die anderen beiden Groflen miissen diskretisiert werden. Dazu wird z. B.
die z-Achse von zg bis z, in beliebige Teilstiicke zerlegt und diese Teilstiicke mit ganzen Zahlen
i indiziert] Der Mittelpunkt eines solchen Teilstiickes ist dann z[i] und die obere bzw. untere

obenly] hzw. z

Grenze liegt bei z unten []

. Fir die Energieachse verfihrt man analog, jedoch ist
die obere Grenze nicht ohne weiteres eindeutig bestimmt. Die Obergrenze erhidlt man erst,
wenn man die Energieverteilung der externen Quelle kennt und weif3, wie viel Energie Teilchen
maximal durch St6fe gewinnen kénnen. Koénnen sie keine Energie gewinnen, so sollte man die
Obergrenze praktischerweise als hochste mogliche Quellenergie wahlen. Auf diesem diskreten
Gitter ist dann auch die Teilchendichte bestimmt. So ldsst sich zum Beispiel die Teilchen-
dichte n[i, j, k| als die mittlere Teilchendichte von Teilchen im Intervall (z"*"[7], 2°>**[4]) mit

Spinorientierung o = j und einer Energie im Intervall von E"™*"[k] bis £°P*"[k] interpretieren.

Berechnung der Quellen

Die Quellstarke ist eine lokale Grofe, ist also unabhédngig von anderen Orten im System. Das
Berechnen der Quellstérke entspricht also keinem Transport auf der rdéumlichen Achse, sondern
auf der Energie- oder Spin-Achse. Die Quellstdrke besteht aus der externen Quelle und der

internen Quelle, die von der Teilchendichte abhéngt.

Die externe Quelle kann entweder bereits in diskreter Form gegeben sein, wo dann nichts
mehr zu tun ist, oder in kontinuierlicher Form bestimmt sein, woraus die diskrete Form ab-
geleitet werden muss. Dies geschieht, indem man die Quellstérke iiber alle Orte und Energien
aufintegriert, die zum betrachteten Diskretisierungsintervall gehéren. Die externe Quelle im

Diskretisierungsintervall [i, j, k] ist dann also

Zobcn[i] Eobcn[k]
S, k] = / dz / dE S°(z,0 = j, E). (3.2)
sunten[]  unten (k]

Die interne Quelle kann auf dhnliche Weise bestimmt werden. Hier ist der Ausgangspunkt
die bereits diskretisierte Teilchendichte, sodass entsprechend die Ubergangswahrschein-
lichkeit p(o, Elo’, E') diskretisiert und ein geeigneter Wert fiir die Lebensdauer 7(o’E’) be-
stimmt werden muss. Da die Teilchendichte nur in diskreter Form berechnet wird, ist es nicht
moglich, analog zur externen Quelle den gesamten Ausdruck iiber ein jeweiliges Diskretisie-
rungsintervall zu integrieren. Stattdessen werden die Faktoren einzeln diskretisiert. Die genaue

Dichteverteilung in einem Diskretisierungsintervall ist nicht bekannt, weshalb es nicht sinnvoll

1GroBen, die nun auf dem diskreten Gitter definiert sind und dementsprechend von ganzen Zahlen abhingen,
werden dadurch gekennzeichnet, dass die Abhéngigkeiten der Grofle in eckigen statt in runden Klammern
angegeben sind.
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ist, die Lebensdauer tber ein solches zu integrieren, stattdessen wéhlt man den Wert von 7

als den Wert in der Mitte des Diskretisierungsintervalls, also
7i,j, k] = 7(2li], o = j, E[k]), (3.3)

was impliziert, dass alle Teilchen in dem Diskretisierungsintervall beziiglich der internen Quellle
so behandelt werden, als hitten sie die Lebensdauer eines Teilchens in der Mitte des Diskre-
tisierungsintervalls.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden diskretisiert, indem iiber die Start- und die

Endenergien integriert wird. Die diskrete Ubergangswahrscheinlichkeit schreibt sich dann als

Eoben[k] E/oben[k]
pli klj K] = / dE / dE p(o = j, E|o’ = ', E'; 2]i]). (3.4)
Bunten[k]  p'unten[g]

Die interne Quellstiarke erhélt man dann, indem man

Sn i, 7,k Zznz‘] k] 17, k|7, K5 ] (3.5)

berechnet, wobei die k-Summe iiber alle moglichen Energielevel zu erfolgen hat. Die Gesamt-

quelle wird berechnet, indem die externe und die interne Quelle eintragsweise addiert werden.

Anwendung der Flusskernoperators

Das Anwenden des Flusskernoperators bedeutet einen Transport im Ortsraum, jedoch keinen
Transport im Energieraum, da die Teilchen keine Energie durch das fehlende Potential ge-
winnen oder verlieren koénnen, und auch keine Anderung der Spin-Orientierung. Das Integral
J dzq iiber alle Quellorte wird fiir den diskreten Fall in die Summe tiber alle Intervalle ",
umgeschrieben. Dadurch hat der Quelloperator in diskreter Form, die Form einer Matrixmul-

tiplikation

1,7, .
[Zj = SO ME, il 3,k - 11, . K], (3.6)

wobei die Matrixelemente (ME,) durch den Vergleich mit bestimmt werden koénnen.
Sie sind demnach die Summe iiber alle erlaubten Trajektorien von den Flusskernen, multi-
pliziert mit den dazugehérigen Reflexionskoeffizienten. Numerisch werden die Matrixelemente
wie folgt berechnet: Die Flusskerne werden lediglich fiir alle méglichen Kombinationen von

Mittelpunkten der Diskrtisierungsintervalle berechnet, also gilt

wlili's j, k] = @(2[il|2[i']; o = j, E[k]). (3.7)

Alle Teilchen werden also so behandelt, als kénnten sie sich nur von einem Mittelpunkt zu

einem anderen bewegen. Dies fiihrt allerdings zu einem Problem, wenn man eine Trajekto-
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rie ohne Reflexionen betrachtet, wo Quell- und Zielort im gleichen Diskretisierungsintervall
liegen. Wiirde man dieses Matrixelement herkémmlich berechnen, wiirde es, da das Intergral-
exponential Ei(x) fiir x = 0 divergiert, ebenfalls divergieren. Stattdessen berechnet man dieses
Matrixelement (bzw. diesen Summanden des Matrixelementes), indem man den Fluss an den
Grenzen des Disketisierungsintervalles betrachtet. Der Summand ist dann Eins minus der Fluss

aus dem Diskretisierungsintervall heraus. Hat das Intervall die Linge 0z, bedeutet dies

plili j, k] = 1= ¢(z°""[i] | 2[i; 0 = j, E[k]) + |¢(="""[i] | 2[i]; 0 = j, E[K])|

RN R S G
- P\ 7o kol 3. K] ) 27ld, g, Kol 4, K] orli, g Koli, g Kl ) )
(3.8)

Es koénnen natiirlich nicht alle erlaubten Trajektorien berechnet werden, stattdessen be-
schrankt man sich auf Trajektorien bis zu einer maximalen Anzahl von Reflexionen vp¢. Der
Beitrag von Trajektorien mit mehr Reflexionen wird ignoriert. Im Folgenden wurde vges = 7
gewdhlt, was fiir die meisten Flusskerne weit von Grenzflichen entfernt mehr als ausreichend
ist und auch fiir Flusskerne im Metall, wo viele Reflexionen auftreten kénnen, d&ndern sich
die Werte der Flusskerne, wenn man mehr Reflexionen zuldsst, erst in der sechsten geltenden
Stelle oder spéter.

Die Matrixelemente hangen nicht von der Teilchendichte ab, sodass es geniigt, sie ein
einziges Mal zu berechnen und in den Iterationsschritten lediglich die Matrixmultiplikation
auszufithren. Die Berechnungen der einzelnen Matrixelemente sind auch unabhéngig vonein-

ander, weshalb sie sich sehr effizient parallelisieren lassen.

Ist das Iterationsverfahren konvergiert und eine finale Teilchendichte berechnet, wird aus
dieser Dichte der Teilchenfluss bestimmt. Dies erfolgt analog zu der Berechnung der Dich-
te, nur dass der Iterationsschritt nur einmal angewandt wird und in den zu berechnenden
Matrixelementen statt des Flusskerns @[i|i’; j, k| der Fluss ¢[i|i’; j, k] steht. AuBerdem kon-
nen die Matrixelemente fiir die Dichte sowie den Fluss zusétzlich noch in Linksldufer- und
Rechtslaufer-Matrixelemente aufgespalten werden. Das bedeutet, dass einmal nur Trajektori-
en beriicksichtigt werden, bei denen die Teilchen sich bei z nach links bewegen und einmal nur
solche bei denen sie sich nach rechts bewegen. Damit kann aus der finalen Dichte der Fluss

und die Dichte, nach Links- bzw. Rechtslaufern aufgelost, berechnet werden.

3.1.2 Fluss und Reflexionen

Um die Korrektheit und die Giite der Implementation zu tiberpriifen, ist es sinnvoll den Fluss
¢(2) zu betrachten. Dieser ist gemaf der Kontinuitéitsgleichung konstant an Orten, wo keine
externe Quelle ist. Dies ist, Abs. [2.1.2] folgend, eine direkte Konsequenz der Teilchenzahlerhal-
tung. Ein Flussverlust bedeutet also einen Verlust an Teilchen, daher wird die Flusserhaltung

als Kriterium dafiir verwendet, ob die Losung physikalisch korrekt sein kann. Die numerischen
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Abbildung 3.1: Fiir eine monoenergetische -Quelle ist der Fluss fiir einen Sekundaremissionsfaktor
von ¢ = 1 und ¢ = 0,98 dargestellt, je einmal mit einer totalreflektierenden Grenzschicht bei
z = bl.

Ergebnisse sind natiirlich keine exakten Losungen, weshalb der Fluss auch nicht exakt erhal-
ten ist und auch keine perfekte Flusserhaltung gefordert wird, damit ein numerisches Resultat

Verwendung finden kann.

Fiir eine 6-Quelle der Form 1 - §(z) lasst sich der Fluss angeben als

o(z) = {_2; 2t (3.9)

+3; 2>0.

Auch mit einer reflektierenden Grenzschicht bei z = zy ldsst sich der Fluss einfach konstru-
ieren. Dabei folgt man dem Vorgehen in Abs. und stellt sich das System als an der
reflektierenden Grenzschicht gespiegelt vor. Dann werden die Fliisse der realen Quelle und der

Spiegelquelle addiert. Fiir eine totalreflektierende Grenzschicht bei z = zg > 0 erhélt man den

Fluss
—1; z2<0
6(z) = (3.10)
0; z >0,

wobei fiir z > zr keine Teilchen vorhanden sind und der Teilchenfluss daher null ist, wéhrend
fiir 0 < z < zg die Fliisse von links und rechts sich gegenseitig aufheben. Diese Resultate
werden fiir eine monoenergetische d-Quelle mit den Materialeigenschaften 7 und v sowie der

mittleren freien Weglidnge | = 7v iiberpriift. Da nur eine Energie und eine Spin-Orientierung
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betrachtet wird, sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(o, E|o’, E') = ¢ - 0,5:0(E — E'),
wobei der Sekundéremissionsfaktor ¢ angibt, wie viele Teilchen nach einem Stofl weiter zum
Transport beitragen. Bislang wurde dieser Faktor nicht explizit aufgefiihrt und wird, wenn
nicht anders erwahnt, zukiinftig auf eins gesetzt sein, sodass Teilchenerhaltung gilt. Man er-
kennt in Abb. eine sehr gute Ubereinstimmung mit den theoretischen Werten, aufier direkt
an der reflektierenden Grenzfliche, was daran liegt, dass der Fluss im Diskretisierungsintervall
nicht genau genug berechnet wird, was aber, wie die restlichen Werte zeigen, keinen bedeut-
samen Einfluss auf den Fluss weiter von der Grenzflache entfernt hat. Damit man diese gute
Ubereinstimmung erhélt, miissen die Matrixelemente fiir den Flusskern zuvor jedoch mit so-

genannten lokalen Korrekturfaktoren multipliziert werden, was im Anhang erlautert wird.

In Abb. sind ebenfalls Resultate fiir ¢ = 0,98 dargestellt. Hier ist der Fluss fir z # 0
nicht null, da bei jedem Stofl ein Teilchenverlust auftritt. Aber auch hier ist der Effekt der
Totalreflexion bemerkbar: Rechts der Quelle ist der Fluss mit Totalreflexion deutlich kleiner
als der Fluss ohne Teilchenreflexion, wiahrend links der Quelle der Fluss der realen Quelle
und der Spiegelquelle das gleiche Vorzeichen haben und der Fluss mit Totalreflexion deshalb
betragsméfBig grofler ist. Am linken Rand ist dieser Effekt durch den Teilchenverlust kaum
mehr sichtbar.

Dariiber hinaus kann man durch das Verhéltnis der Fliisse mit ¢ = 1 und ¢ = 0, 98, jeweils
ohne Totatreflexion, approximieren, wie oft Teilchen stofien, bis sie das System verlassen.

Durch jeden Stof verringertﬂ sich die Teilchenzahl und damit der Fluss um den Faktor c.

Der Quotient QQ = m
=1\ =

Rand ist auch durch ) = ¢ berechenbar, wobei n die mittlere Anzahl an Stéflen ist, die ein

fir den Fluss mit Sekundaremissionsfaktor ¢ am rechten

Teilchen erfihrt, bevor es das System verlédsst. Fiir dieses System erhélt man n ~ 46. Wiirden
die Teilchen sich eindimensional inRichtung der z-Achse bewegen und nach einem Stofl nicht
in eine zufillige richtung gestreut werden, sondern sich in die gleiche Richtung bewegen wie
vor dem Stof}, wiirden sie im Mittel 15 Sto8e erfahren, bevor sie das System verlassen, denn sie
miissen 15 mittlere freie Weglédngen zuriicklegen. Die Teilchen haben also beim superdiffusiven
Transport in etwa dreimal so viele Stof3e erfahren, wenn sie das System verlassen, als wenn sie

sich nur in positive z-Richtung bewegt hatten.

3.1.3 Vergleich mit analytischer Losung

Um die numerische Implementation der Gleichung zu testen, ist es ratsam, die Ergebnisse
aus einer numerischen Rechnung mit denen einer analytischen Rechnung zu vergleichen. Es ist
natiirlich nicht moglich, die vollstdndige SDTG mit beliebig komplizierten Materialparametern
und Ubergangswahrscheinlichkeiten — selbst im feldfreien Fall — zu 16sen, allerdings lisst sich
die Gleichung fir ein homogenes, monoenergetisches System fiir einen einzelnen Spinkanal

mittels der Methode der Fourier-Transformation fast vollstdndig analytisch 16sen [21] [33].

Dies gilt fiir ¢ < 1, fiir ¢ > 1 (hier nicht untersucht) vergréfert sich der Fluss durch Sté8e.
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Gelost werden soll die SDTG ([2.60) mit einer monoenergetischen 0-Quelle Syd(z) bei
= 0 und den konstanten Materialeigenschaften 7 und v. Da nur eine Energie und eine
Spin-Orientierung betrachtet wird, sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(c, E|o’, E') =
¢ 0,00(F — E'), mit dem Sekundéremissionsfaktor c. In dieser Rechnung wird sich heraus-

stellen, dass es notwendig ist, auch ¢ # 1 zu beriicksichtigen. Die interne Quelle ist damit als
Sn(z) = ¢n(z) gegeben und die SDTG ldsst sich schreiben als

n(z): 50 /d E( |z—z|> <T (2') + Sod(2 )>
_i(jEi< |TZ|> - /d E( |>n(z’) (3.11)

=:g(2) + / dz'k(]z — 2'[)n(2").

Diese Gleichung wird einer Fourier-Transformation unterzogen, wobei fiir n(z) die Hin- bzw.

Riicktransformation durch

= /dzn(z)e_ipz (3.12)
n(z) = / ;Z:ﬁ(p)eipz (3.13)

gegeben ist. Fir g(z) und k(z) gilt Analoges. Das Integral in der letzten Zeile von (3.11)
ist ein Faltungsintegral, das unter einer Fourier-Transformation zu einer Multiplikation wird.

Hierdurch erhélt man als transformierte Gleichung den Ausdruck

i(p) = g(p) + k(p)ii(p) (3.14)
und die Losung im p-Raum ()
sy - 9\P)
fi(p) = -~ i{(p) (3.15)

Die transformierten Funktionen §(p) und k(p) lassen sich analytisch berechnen als

i So
_ 0 1
g(p) Uparctan(TUp) (3.16)
und
- c
k(p) = %arctan(Tvp). (3.17)
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Die Teilchendichte im p-Raum ist somit

SoT - arct
Ai(p) = o7 - arctan(Tup) (3.18)
TUp — ¢ - arctan(Tvp)

Von Interesse ist natiirlich die Teilchendichte n(z) im Ortsraum. Die dafiir notwendige Riick-
transformation ldsst sich nicht mehr analytisch durchfiihren, stattdessen wird diese numerisch
berechnetﬂ Allerdings hat 72(p) eine nicht integrable Singularitét fiir ¢ = 1 und p = 0, weshalb
die Riicktransformation fiir ¢ = 1 nicht durchfiihrbar ist. Deswegen wird sowohl die numerische
als auch die analytische Losung fiir ¢ < 1 berechnet.

Das Ergebnis der numerischen und analytischen Rechnung ist in Abb. dargestellt.
Man sieht, dass die beiden Losungen fiir fast alle z nahezu identisch sind, lediglich nahe
der Quelle und am Rand des Systems erkennt man Unterschiede. Die Abweichungen nahe
der Quelle rithren von der endlichen Auflésung der numerischen Rechnung her, sodass die
dort dargestellte Dichte ein Mittelwert iiber das Diskretisierungsintervall ist und nicht der
Wert in der Mitte des Intervalls, der grofer ist. Am Rand macht sich bemerkbar, dass in der
numerischen Rechnung nur ein endliches System betrachtet wird, wiahrend in der analytischen
Losung iiber den ganzen, unendlichen Raum integriert wird. In der numerischen Lésung kénnen
keine Teilchen von auflerhalb des betrachteten Bereiches in den Bereich eintreten, wihrend sie
es im analytischen Fall konnen, weshalb die Dichte fiir die analytische Losung am Rand grofler

als in der numerischen Losung ist.

3.2 Transport mit externem Feld

3.2.1 Numerische Implementation

Die Implementation erfolgt sehr &hnlich dem Fall ohne Feld. Das numerische Verfahren soll nun
schematisch anhand von Abb. erldutert werden. Betrachtet wird beispielhaft der Transport
der Teilchendichte auf dem Gitterpunkt [i —1, k+2]. In einem kontinuierlichen Koordinatensy-
stem lésst sich die Dichte vorstellen als gleichméfig iiber die gesamte Gitterzelle verteilt, was
durch das dunkelgriine Quadrat angedeutet ist. Der Transport erfolgt nun in zwei Schritten.
Der erste Schritt, der Stoiprozess, erfolgt rdumlich lokal. Durch das Stoflen mit anderen Teil-
chen wird die Energie (und der Spin) der betrachteten Teilchendichte gedndert, beschrieben
durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(c, E|o’, E). In diesem Beispiel treten nur Energie-
verluste auf, sodass die Teilchen im etwas helleren griinen Rechteck landen und auf den Git-
terpunkten [i — 1, k] und [i — 1 < k — 1] zur Dichte beitragen. Dadurch dass die Energiespanne
der Dichte sich vergréflert hat, ist die Dichte natiirlich geringer, um die Teilchenerhaltung
sicherzustellen, weshalb das Rechteck heller dargestellt ist als das urspriingliche Quadrat. In
der numerischen Implementation bedeutet dies, dass nur die Ubergangswahrscheinlichkeiten

plk|k + 2] und plk — 1|k + 2] zum Transport beitragen, alle anderen Werte sind null fir die-

SHierfir ~ wurde das QAWF-Paket der GNU  Scientific  Library  (GSL)  verwendet:
https://www.gnu.org/software/gsl/doc/html/integration.html
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Numerische Lésung

Analytische Losung (FT) ——

Dichte [bel. Einheiten]

z/1

Abbildung 3.2: Die Teilchendichte ist iiber dem Ort z in Einheiten der mittleren freien Weglange
[ = Tv dargestellt.

sen Start-Gitterpunkt. Die Werte dieser beiden Ubergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich
aus der Grofle der Fliache des griinen Rechtecks in der jeweiligen Gitterzelle im Verhéltnis
zum Flacheninhalt des gesamten Rechtecks (vgl. Gl. . Dadurch, dass die Dichten nur auf
den Gitterpunkten gespeichert werden und der weitere Transport lediglich von Gitterpunkt
zu Gitterpunkt berechnet wird, wird die gesamte Dichte in der Gitterzelle numerisch so be-
handelt, als wére sie im Gitterpunkt lokalisiert. Dies ist durch die gestrichelten roten Pfeile
mit nicht ausgefiilltem Pfeilkopf angedeutet. Die gestrichelten Pfeile sollen symbolisieren, dass
es sich hierbei um keinen realen, physikalischen Transport, sondern um einen der Numerik
geschuldeten Transport handelt.

Der zweite Teil des Transportes ist die raumliche Bewegung der gestreuten Teilchen bis zum
néchsten Stofl. Ausgangspunkt ist die nach der Berechnung der Stéfle erhaltene Teilchendichte
an einem Gitterpunkt, z. B. bei [i — 1, k|. Der Beitrag dieses Gitterpunktes zum Intervall bei
z[i + 3] wird gemaf berechnet. Bei dieser Berechnung wird zunéichst die Energie, die die
Teilchen bei z[i+3] haben, nicht beachtet, sodass die Matrixmultiplikation in nur iiber die
rdumlichen Koordinaten, nicht aber iiber die energetischen erfolgtﬂ Da der Energieunterschied
durch Start- und Endpunkt festgelegt ist, tragt jede Anfangsenergie nur zu einer Endenergie
bei. Der Transport zu dieser Energie ist durch den durchgezogenen roten Pfeil dargestellt.

(Die blauen Pfeile stellen den Fluss auf einem verschobenen Gitter dar und werden erst in

4 AuBerdem muss bei der Berechnung der hierfiir benétigten Flusskerne beachtet werden, dass die Integranden
fiir gewisse Werte von 9 divergieren. Die Behebung dieser Divergenzen fiir die numerische Integration wird in

Anhang erlautert.
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Abbildung 3.3: Skizze der numerischen Implementation auf dem Gitter. Die rdumliche Diskre-
tisierung ist auf der horizontalen Achse dargestellt, die Energiediskretisierung auf der vertikalen.
Die Spinkanale sind nicht dargestellt, werden aber beziiglich der StoBe genauso behandelt wie
die Energie; beim raumlichen Transport verbleiben Teilchen stets in ihrem Spinkanal. Fiir weitere
Erlduterungen siehe den Haupttext

Abschnitt benotigt.) Da die Dichten auf den Gitterpunkten berechnet werden, erfolgt
erneut ein unphysikalischer Transport von der eigentlichen Energie (auf einer kontinuierlichen
Achse) zum Gitterpunkt auf dem diskreten Gitter; dies ist ebenfalls durch einen gestrichelten
Pfeil dargestellt.

Ist die Energieauflosung zu klein gewéhlt im Vergleich zu der durchschnittlichen Ener-
gie, die ein Teilchen im Potential bei der Bewegung gewinnt oder verliert, bleibt ein Grofiteil
der Dichte in dem Energieintervall, in dem der Transport begann. Dies fiihrt dazu, dass der
Einfluss des Potentials auf die Energieverteilung der Teilchendichte unterschétzt wird und
Energieiiberginge fast nur durch Stéfle erfolgen. Da, wie sich noch zeigen wird, der Teilchen-
fluss nach rechts bei dem hier untersuchten System gréfier ist als der nach links, also mehr
Teilchen beim Transport im Potential Energie gewinnen als verlieren, wird die mittlere Energie
der Teilchen systematisch unterschétzt. Allerdings ist der Transport in Richtung des Feldes
(also nach rechts) ldngerreichweitig, wodurch mehr Teilchen ein héheres Energieniveau errei-
chen, was einerseits bedeutet, dass mehr Teilchen in dieser Richtung ein anderes Energieniveau
erreichen, andererseits aber auch heifit, dass es mehr Teilchen gibt, die nur knapp nicht ein
héheres Energieniveau erreichen, was die Unterschiatzung der mittleren Energie umso bedeut-

samer macht.
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Metall ——
I.HL'O

JiL1
L2 ——

Dichte [bel. Einheiten]
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Abbildung 3.4: Die von einer §-Quelle erzeugten Dichteverteilungen fiir vier verschiedene Propa-
gatoren. Die Dichte ,Metall” wurde ohne Feld wie im vorherigen Abschnitt berechnet, die anderen
drei Trajektorien wurden mit einem sehr schwachen, kaum relevanten externen Feld gemaB (2.87))

- berechnet.

10 15

[y

Um diesem Problem zu begegnen, kann man die Energieauflésung erhohen, was natiirlich
mehr Rechenleistung und -zeit erfordert, oder man teilt die Dichte, die auf einer kontinuier-
lichen Achse zwischen zwei Diskretisierungspunkten liegen wiirde, anteilig entsprechend der
Lage den beiden Gitterpunkten zu anstatt nur einem der beiden. Letzteres kann dazu fithren,
dass Teile der Dichte iiberproportional viel Energie gewinnen oder verlieren, was zu stark un-
realistischen Ergebnissen fithren kann und hier aufgrund der Schwerpunktsetzung nicht weiter
verfolgt wird’}

3.2.2 Test und Vergleich mit feldfreiem Transport
Vergleich mit vorheriger Losung fiir ein schwaches Feld

Fiir die Teilchendichte mit einem externen Feld gibt es keine analytische Losung mehr, aller-
dings ldsst sich die Losung flir sehr schwache Felder mit der ohne externes Feld vergleichen.
Die beiden Systeme unterscheiden sich dann physikalisch praktisch nicht mehr, jedoch in der

mathematischen Beschreibung: Fiir den Fall ohne Feld wird der Propagator unter Zuhilfe-

5Getestet wurde diese Methode fiir eine lineare Verteilungsfunktion zwischen den beiden Gitterpunkten. Dies
fithrte allerdings zu einer massiven Uberschitzung des Energiegewinns, sodass fast alle Teilchen das héchste
simulierte Energieniveau erreichten. Auch ein Versuch als Ausgangspunkt fiir die Berechnung des kontinuierli-
chen Energiewerts nicht die Energie des Diskretisierungspunktes, sondern die mittlere Energie der Dichte in der
Gitterzelle zu verwenden, verbesserte das Ergebnis nicht.
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Abbildung 3.5: Dichteverteilung und Fluss einer monoenergetischen d-Quelle in einem externen
Feld. Die Quellstirke wurde auf eins normiert. Die mittlere freie Weglange [ ist im Allgemeinen
keine Konstante mehr. Zur Normierung wird die verwendet, die die Teilchen direkt nach einem StoB
erfahren. Diese ist fiir alle drei Propagatoren identisch.

nahme von (M(z) aus verwendet, wihrend fiir den Fall mit Feld /*(z) aus bis
Verwendung findet. Verglichen werden die Resultate erneut fiir eine monoenergetische
0-Quelle. Die Ergebnisse sin in Abb. dargestellt. Man erkennt, dass die vier Dichtevertei-
lungen nahezu identisch sind, was die Korrektheit der Implementation bekraftigt. Auflerdem
erkennt man, dass die Dichte fiir |z| > [ nahezu linear abfillt. Dieses Verhalten wiirde man
auch von der Losung einer Diffusionsgleichung erwarten. Nur in der Ndhe der Quelle erhélt
man ein qualitativ anderes Verhalten durch die superdiffusive Beschreibung, das aber natiirlich

einen Einfluss auf das quantitative Verhalten entfernt von der Quelle hat.

Uberpriifung der Flusserhaltung und Einfluss des Feldes

Als néchstes soll aus bekannten Griinden die Flusserhaltung iiberpriift werden. Dazu wird
erneut eine monoenergetische 9-Quelle betrachtet, die sich in einem homogenen System oh-
ne Grenzflichen befindet, jedoch herrscht ein nicht zu vernachlissigendes, externes Feld, das
die Elektronen nach rechts beschleunigt. Um den Effekt der Propagatoren einfacher zu sehen,
werden die Dichte und der Fluss ebenfalls monoenergetisch betrachtet. Das heifit, dass die
Energiediskretisierung so grob gewéahlt wird, dass die Teilchen immer in dem Energieniveau
verbleiben, in dem sie gestartet sind, und nach einem Stofl haben sie erneut ihre Anfangs-
energie. Wahrend ihres Fluges spiiren die Teilchen aufgrund des verédnderten Propagators den
Einfluss des Potentials. Das Potential ist im Verhéltnis zur Anfangsenergie so klein gewéhlt,

dass Reflexionen am Potential nicht den gesamten Transport dominieren. Die Ergebnisse sollen
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rein qualitativ diskutiert werden, weshalb nicht weiter auf konkrete Werte eingegangen wird.
Dadurch, dass die mittlere freie Wegldnge sich mit der Energie der Teilchen d&ndern kann, ist
sie keine Konstante fiir die gesamte Dichte mehr, auler fiir /1. Diese mittlere freie Weglinge
ist auch die, die Teilchen bei ihrer Erzeugung durch die 6-Quelle und direkt nach einem Stof}

erfahren.

Die Ergebnisse fiir die drei untersuchten Propagatoren finden sich in Abb. Zunéchst
wird die Dichte in betrachtet. Fiir alle drei Propagatoren erkennt man eine Ahnlichkeit
mit den feldfreien Ergebnissen aus Abb. jedoch sind die Dichteverteilungen links des
Quellpunktes streng konvex, wihrend sie rechts des Quellpunktes, bis auf die unmittelbare
Umgebung des Quellpunktes, konkav sind und dementsprechend grofler als links. Urséchlich
hierfiir ist offensichtlich das mit dem Feld verbundene Potential, an dem Linkslaufer reflektiert
werden, wodurch sie dann zu Rechtsliufern werden und weiter rechts zur Dichte beitragen}
Dies wird besonders deutlich, wenn man die Fliisse in Abb. betrachtet. Durch die Re-
flexionen ist der Fluss nicht mehr punktsymmetrisch zum Ursprung, sondern nach oben, also
zu einem Fluss nach rechts verschoben. Dadurch, dass nach links Reflexionen am Potential
stattfinden und nach rechts nicht, verlassen mehr Teilchen rechts das System als links. Abseits
von z = 0, wo die Quelle lokalisiert ist, ist aber dennoch die Flusserhaltung gegeben, was fiir
die Korrektheit der Implementation spricht. Aufferdem entspricht die Sprunghthe am Quellort

der Stéarke der Quelle, wie die Kontinuitétsgleichung es verlangt.

Die Unterschiede der drei Kurven zueinander liegen in den unterschiedlichen Energieab-

HL.L “also die blaue Linie, ist die

héangigkeiten der mittleren freien Wegléngen begriindet. Fiir ¢
mittlere freie Weglénge energieunabhangig, was bedeutet, dass Linkslaufer, die Energie auf
ihrem Weg verlieren, und Rechtsldufer, die Energie gewinnen, im Mittel die gleiche Strecke
zuriicklegen, bevor sie streuen. Fiir ("° hingegen ist diese Symmetrie gebrochen; die Rechts-
laufer haben grofiere mittlere freie Wegléngen als die Linksldufer. Dadurch werden aus mehr

HL,1

Linksladufern Rechtsldufer als andersherum und der Fluss ist im Vergleich zu ¢ weiter ins

Positive verschoben. Dies fithrt auch dazu, dass die Dichte sich weiter nach rechts verschiebt.

HL,1

Im Mittel ist die Dichte fiir :"™° jedoch geringer als fiir t™™!, was daran liegt, dass die Rechts-

ldufer, von denen es ja mehr gibt, seltener stoflen und somit schneller das System verlassen und

HL.2 orgibt sich ein umgekehrtes Bild. Die Rechtsliufer

nicht mehr zur Dichte beitragen. Fiir ¢
legen eine kiirzere Strecke zwischen zwei StoBen zuriick als die Linksldufer, wodurch sich der
Fluss mehr in Richtung der Linksldufer verschiebt, wenn auch der Fluss nach rechts durch die
Streuung am Potential noch iiberwiegt. Da der Fluss ndher am symmetrischen Fall ohne Feld
ist, ist auch die Dichteverteilung symmetrischer als fiir (" und ("1, Da Teilchen, die das
System rechts verlassen, im Mittel hdufiger gestreut wurden als fiir die anderen Fiélle, befinden

sich mehr Teilchen im System und die mittlere Teilchendichte ist erhoht.

5Das Feld sorgt also auch fiir Orte, die deutlich weiter als eine mittlere freie Weglinge von der Quelle entfernt
liegen, fir ein qualitativ von der diffusiven Losung abweichendes Verhalten.

Felix Willert 53



KAPITEL 3. NUMERISCHE IMPLEMENTATION UND DEREN TEST

3.2.3 Transport mit Grenzfliche

Untersucht werden nicht nur Systeme, in denen durchweg Feld vorhanden oder nicht vorhan-
den ist, sondern auch Systeme mit feldfreien und feldbehafteten Raumzonen. Von Interesse
sind insbesondere Metall-Halbleiter-Systeme in einem &ufleren elektrischen Feld, wobei die
Metallschicht wegen der Abschirmung feldfrei und die Halbleiterschicht feldbehaftet sein wird.
Daher muss die Implementation auch fiir ein System mit einer Grenzschicht zwischen einer
feldfreien Schicht und einer mit einem Feld getestet werden. Hierzu betrachtet man eine mo-
noenergetische 9-Quelle in einem System aus zwei planaren Schichten mit den gleichen Ma-
terialeigenschaften (7(E),v(E)) und einer nicht-reflektierenden Grenzfliche zwischen ihnen.
Die eine Schicht wird nun ohne Feld berechnet, wiahrend in der anderen die Popagatoren mit
externem Feld berechnet werden. Da bei der Berechnung der Propagatoren Terme proportional
zu + auftreten, ist es nicht maoglich, die Stéirke des Feldes (und damit o) auf null zu setzen.
Trotzdem ist es moglich, so kleine Felder zu betrachten, dass die Dichte an der Grenzflache —
da keine Reflexionen auftreten und die durch das Feld hervorgerufenen Geschwindigkeitsun-
terschiede vernachléssigbar sind — nahezu stetig ist. Die Ergebnisse der numerischen Rechnung
weisen jedoch einen nicht zu vernachlissigenden Sprung der Dichte an der Grenzfliche, dessen

Hohe sich kaum dndert, wenn man die Starke des Feldes variiert.

Die Ursache hierfir erkennt man, wenn man sich die berechneten Matrixelemente anschaut.
Dazu stellt man fiir einen festen Quellort z[iq| die Differenz der Matrixelemente zweier be-
nachbarter Zielorte grafisch dar, also beispielsweise ME, [i|iq] — ME, [i — 1|ig]. Dies entspricht,
bis auf einen Faktor, der (numerischen) Ableitung der Matrixelemente. Man erkennt, dass die
Ableitung tiberall stetig ist, nur an der Grenzfliche gibt es einen Peak. Da der vorherige Ab-
schnitt gezeigt hat, dass die Implementation fiir schwache Felder ohne Grenzfliche Ergebnisse
liefert, die sehr nah an den Ergebnissen ohne Feld liegen, deutet dieser Peak darauf hin, dass
die Matrixelemente in der Schicht mit Feld zwar relativ zueinander genau genug berechnet sind
und durch die Korrekturfaktoren (die in Anhang eingefiithrt werden) ohne Grenzschicht
auch die Teilchenerhaltung sicherstellen, sie jedoch absolut systematisch zu klein berechnet
werden. Es ist also zu vermuten, dass die Behebung der Singularititen bei der numerischen

Integration (vgl. Anhang|C.2)) nicht ausreicht, um hinreichend exakte Ergebnisse zu erzielen.

Dieses Problem kann man umgehen, indem man die Differentiation in ¢ = —%, die den
Fluss mit dem Flusskern verkniipft, nicht analytisch, sondern numerisch ausfithrt. Durch das
numerische Ausfiithren der Ableitung kann es zu numerischem Rauschen kommen, das die Re-
sultate verschlechtern kann. Die Linearitdt von erlaubt es jedoch, die Ableitung auf die
Matrixelemente zu ziehen und lediglich einmal zu berechnen, was einer Rauschverstarkung
entgegenwirkt. Konkret bedeutet dies, dass man statt direkt die Matrixelemente ME,[i|i; j, k]
zu berechnen, zundchst die Matrixelemente ME, fiir den Fluss berechnet. Diese berechnet
man ebenfalls vom Gitterpunkt [i’, 7, k| ausgehend, jedoch nicht zum Punkt z[i], sondern zu
den Réndern der Gitterzelle hin, wie in Abb. durch die blauen Pfeile dargestellt. Da diese

54 Felix Willert



3.2. TRANSPORT MIT EXTERNEM FELD

Randpunkte genau zwischen zwei Gitterpunkten liegen, ist es sinnvoll, sie mit z[i — %] bzw.

z[i + 1] zu bezeichnen, womit die Matrixelemente fiir die Dichte durch

1 1
MEL,[i|i'; j, k] = ME, [z’ _ §|z";j, k] — ME, [z‘ +5

i j, k} (3.19)

gegeben sind. Dies lasst sich folgendermaflen physikalisch interpretieren: Das Matrixelement
ME,[i — |i'; j, k] gibt an welcher Anteil der Dichte aus der Gitterzelle [¢/, j, k] das Diskreti-
sierungsintervall um z[i] herum erreichen und ME,[i + 1]i'; j, k] gibt an, welcher Anteil das
Intervall wieder verlédsst. Die Differenz der beiden Werte verbleibt im Intervall und beschreibt
somit ME, [i|#'; 7, k]. Durch diese Methode ist auch die Teilchen- und damit die Flusserhaltung
sichergestellt. Die Korrekturfaktoren aus Anhang werden nicht mehr benétigt.
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Kapitel 4

Planares
Metall-Halbleiter-Schichtsystem

4.1 System und Parameter

Das untersuchte System besteht aus einem ferromagnetischen Metall (Nickel) und einem Halb-
leiter (Silizium). Das Metall kann durch ein externes Magnetfeld magnetisiert werden, sodass
eine Spin-Orientierung (Majoritit) haufiger vorkommt als die andere (Minoritét). Im Halbleiter
kann keine Magnetisierung vorliegen. Beide Materialien werden durch die Materialeigenschaf-
ten 7, v sowie die Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Stéfen charakterisiert. Die Bestimmung
dieser Parameter erfolgt in Abs. AufBlerdem ist es vonnéten, nicht nur die Eigenschaften
der separierten Materialien, sondern auch die des Kontaktes der beiden Materialien zu be-
trachten, was entscheidend fiir die Reflexion an der Grenzschicht ist. Der Ni-Si-Ubergang ist
ein sogenannter Schottky-Ubergang [34] und wird in Abs. beschrieben.

Das so beschriebene System wird mit den Methoden aus Kapitel [3] numerisch berechnet.
Hierbei wird ein Gitter verwendet, dessen raumliche Achse aus 500 Gitterpunkten besteht, von
denen sich 50 im Metall und 450 im Halbleiter befinden, sodass die Auflésung im Metall stark
erhoht ist. Auch die Energiediskretisierung erfolgt in zwei Schrittweiten. Von 0 bis 4 eV wird in
Schritten von 0,1 eV diskretisiert, dariiber werden noch drei Diskretisierungsintervalle von je 1
eV beriicksichtigt, sodass insgesamt 43 Diskretisierungsschritte bis zu einer maximalen Energie
von 7 eV berechnet werden. Das Abbruchkriterium wurde geméaf mit capprucn = 1+ 107°
implementiert. Die Gesamtlange des Systems wird auf 4 pm festgelegt. Dieser Wert wurde
gewdhlt, um Transport iiber eine moglichst weite Strecke zu untersuchen, bei dem jedoch
der Energiegewinn der Teilchen durch das nicht konstante Potential numerisch noch erfasst
wird. Wéahlt man eine deutlich kiirzere Strecke, sind Stofle im Halbleiter kaum noch relevant
und man untersucht einen nahezu ballistischen Transport; wéahlt man die Strecke deutlich
grofer, erreichen — wie in Abschnitt beschrieben — auch bei den hoheren hier untersuchten

Spannungen nicht mehr gentigend Teilchen das néchste Energieintervall, bevor sie streuen, und
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die Anderung der Energie der Teilchen auf ihren Trajektorien wird massiv unterschitzt. Die

Ferromagnet-Schicht ist, wenn nicht anders erwédhnt, 10 nm breit.

4.1.1 Der Schottky-Ubergang

Der Potentialverlauf an der Grenzfliche, der ursachlich fiir die Reflexion ist, ist mafigeblich
durch die Lage des chemischen Potentials relativ zur Vakuum-Energie (FEvaiuum) bestimmt.
Die Energie, die ein Elektron benétigt, um vom chemischen Potential aus sich aus dem Ma-
terial zu 16sen (also Evyaum zu erreichen), wird Austrittsarbeit genannt und wird hier mit
e®yr bzw. e®yp, bezeichnet (vgl. Abb. . Es soll hier n-Silizium betrachtet werden, wobei
die Dotierung so schwach gewéhlt werden kann, dass sie keinen bedeutenden Einfluss auf an-
dere Eigenschaften, wie z. B. die Streurate hat und somit sonst vernachléssigt werden kann.
Entscheidend ist nun, dass die Austrittsarbeit von Ni (5,22(4) eV [35]) groBer ist als die von
n-S{7] (5,05(3) eV [36]). Hierdurch entsteht ein blockierender Kontakt (,,Schottky-Kontakt”),
wahrend beim umgekehrten Fall ein leitender (,,Ohmscher”) Kontakt entsteht [37].

Bringt man das Metall und den Halbleiter zusammen (Abb. , muss im thermischen
Gleichgewicht das chemische Potential p konstant sein. Dies fiihrt dazu, dass die Bander (Va-
lenzbandoberkante FEy, Leitungsbandunterkante F; und Donator-Niveau FEp) sich wie dar-
gestellt verbiegen. Dies geht einher mit der Ausbildung einer Raumladungszone, die dadurch
entsteht, dass Elektronen aus dem Valenzband des Halbleiters in das Leitungsband des Metalls
diffundieren [38]. Folgt man der bisherigen Argumentation und der Skizze, wire anzunehmen,
dass die Hohe der Potentialbarriere e®y sich aus der Differenz der Austrittsarbeiten berechnen
liee. Experimentelle Befunde zeigen jedoch, dass dies nicht der Fall ist [37],[39]. Auch hier wird
deshalb eine experimentell bestimmte Barierrenhéhe, namlich e®y = 0,86 ¢V [40] verwendet,
um den Reflexionskoeffizienten R; zu bestimmen.

Auch ohne die Potentialbarierre gibt es eine Energiedifferenz von F)— i & 0, 2 eV zwischen
der Leitungsbandunterkante im Silizium und der in Nickel. Fiigt man nun eine externe Elek-
tronenquelle im Nickel hinzu und beachtet, dass auf der linken Seite eine totalreflektierende
Grenzschicht ist, stellt sich ein anderer Gleichgewichtszustand als das thermische Gleichge-
wicht ein. Die injizierten Elektronen, deren Energie nicht ausreicht, um das Leitungsband im
Silizium zu erreichen, werden an der Grenzfliache reflektiert und sind somit im Metall gefangen
(vgl. die roten Pfeile in Abb. . Dies geschieht so lange, bis alle Zustiande bis zu Ey, besetzt
sind. Darauthin konnen in diesen Energiebereich keine Elektronen mehr injiziert werden und
der Transport findet nur oberhalb dieser Energie statt. Die Potentialdifferenz hat somit keinen
Einfluss mehr auf den Transport, und Teilchen gewinnen oder verlieren keine potentielle Ener-
gie, wenn sie die Grenzfliche passieren. Alle folgenden Energieangaberﬂ sind daher in Relation

zur Leitungsbandunterkante im Silizium zu verstehen.

'Fiir p- oder undotiertes Silizium gilt dies ebenfalls [36]
2Im Ni fithrt dies natiirlich zu einer Energieverschiebung, die aber bei der Bestimmung der Materialparameter
als vernachléssigbar klein angesehen werden wird.
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(a) Energien im Metall und im Halbleiter, bevor sie in Kontakt miteinander gebracht werden.

(b) Schottky-Kontakt im thermischen Gleichgewicht.

(c) Schottky-Kontakt im Gleichgewicht mit einer externen Quelle.

Abbildung 4.1: Schematische, nicht maBstabsgetreue Darstellung eines Schottky-Kontaktes im
Gleichgewicht. Fir weitere Erlauterungen siehe den Haupttext.
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Der Reflexionskoeffizient R, an der Grenzfliche wird als richtungsunabhéingig angenommen,
auch wenn dies eine starke Naherung ist [41l 42]. Eine Abhéngigkeit vom Richtungswinkel ¢
lie3e sich aber einfach in den Formalismus implementieren, in dem dann die ¥-Integration nicht
nur {iber die Flusskerne, sondern auch iiber die Reflexionskoeffizienten ausgefithrt werden miis-
ste. Auch die Energieabhéngigkeit des Reflexionskoeffizienten wird nicht quantenmechanisch

berechnet, sondern wird als linear angenommen:

{1 _E, E<edy
R\(E) = . (4.1)

0, sonst

Bei zy wird, wie bereits erwahnt, eine Totalreflexion (R; = 1) und bei z, wird ein idealer

Kontakt angenommen.

4.1.2 Materialeigenschaften
Geschwindigkeiten

Es wird der Transport von heiflen Elektronen, also Elektronen, die sich relativ hoch im Band
befinden, untersucht. Deshalb wird von einer freien Elektronenndherung ausgegangen und alle

Geschwindigkeiten, sowohl im Nickel als auch im Silizium, werden gemaf
v(E)=/—FE (4.2)

berechnet mit der freien Elektronenmasse m, = 9,1 -1073! kg.

Lebensdauern

In Nickel treten zwei relevante Streumechanismen auf: die inelastische Elektron-Elektron-
Streuung und elastische Streuung mit Verunreinigungen. Die Lebensdauern fiir die Elektron-
Maj/Min

Elektron-Streuung wurden [43] entnommen und dann an die Funktion 79, (0, E) = 755,
ENT .
(V) gefittet. Gefunden wurden fiir den Majoritéitsspin 7o = 13,76(22) - 1071 s und
e
v = —1,395(29) und fiir den Minoritétsspin 70} = 2,124(66) - 107" s und y = —0, 664(56))
(vgl. Abb. [4.2). Die elastische Lebensdauer wurde, Ref. [32] folgend, als konstant fiir beide
Spin-Orientierungen angenommen, namlich taug . = 50 fs. Die aus diesen beiden Prozessen
resultierende Lebensdauer erhélt man, indem man die Streuraten addiert [44], also
1 1 1
= + .
To(0, E) Tom(0, E)  Toa

(4.3)
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Abbildung 4.2: Aus ab-initio Methoden berechnete [43] und daran gefittete Lebensdauern fiir Ni,
unterschieden nach Majoritat- und Minoritat-Spin-Orientierung.

In Silizium gibt es nur einen relevanten Streumechanismus, nadmlich die Streuung mit opti-
schen Phononen. Hierbei ist jedoch zwischen der Absorption und der Emission von Phononen

zu unterscheiden. Die jeweiligen Streuraten sind [45]

[m
1 Ter/ 5 € Wolop l—f—h{.d FEF+1
I In Y o/ (4.4)
i 47777/\/@ \/1+hw/E—1

i _ T’E\/?e%do(l—Fnop) B 1+1/1—hw0/E (4 5)
1—/1—hwy/E)’ '

T dnh/E
wobei 1, die Besetzungszahl der optischen Phononen und fw, die Phononenenergie ist. Aufer-

dem gilt r, = % — 10 mit den Permittivitdten bei hohen Frequenzen bzw. im statischen Feld.

€

Die zur Berechnung notwendigen Parameter wurden [46-48] entnommen. Fiir die Phononenbe-
setzungszahl wurden der Wert der Bose-Einstein-Verteilung bei Raumtemperatur (n,, ~ 0, 31)
angenommen. Die so berechneten Streuraten sind in Abb. dargestellt. Um die z-Integration

im Propagator analytisch durchfiithren zu kénnen, wurde nicht die exakte Streurate verwendet,
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sondern die gesamte Streurate an die Funktion 7 (E) = aE? + bE + ¢+ m gefittet, was

ebenfalls in Abb. [£.3] dargestellt ist. Aus dem Fit erhielt man die Parameter
a="7,78(89) - 1010#
’ s eV?

1
b= —7.60(68) 10" ——
, 60(68) s eV

1
c=3,22(12) - 10"~

S
Ollg

d=—1,43(17) - 1
S

mit denen man die zur Berechnung des Propagators notwendige Funktion :"3(z) berechnen

kann. Das Ergebnis der Integration ist etwas langlich, soll hier aber der Vollsténdigkeit halber
angegeben werden. Man erhalt

ME3(2) =Bz +V llié“ (332 — 48V + 8V?)

2B 2077
+ 33 (51‘ + QV) + ﬁ‘| L (46)
2 ) s+ ~y E;+0,05eV—a(z—zq)
— arctan
RA T8 |y=E.40,05ev
mit der Startenergie E, = %vz sowie
A=ax
B = —2aF.a + ba
C=FEa+bE,+c
V = v*cos®
—2
f=—
am
2
f}/ =
m
s=V —~(E,+0,05¢eV).
Ubergangswahrscheinlichkeiten
In Nickel ist die elastische Streuung ebenfalls Spin-erhaltend. Es gilt also
pei(o, Elo’, E") = 0(E — E')dgqr- (4.7)

Fiir die inelastische Streuung hingegen ist der Spin nicht erhalten. Dies liegt daran, dass bei der

Elektron-Elektron-Streuung zwei Elektronen beteiligt sind, die nach dem Streuprozess beide
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Abbildung 4.3: Berechnete und gefittete Streuraten fiir Elektron-Phonon-Streuung in Silizium

angeregt sind. Eines der beiden Elektronen war bereits vorher im Leitungsband und hat zum
Transport beigetragen, wiahrend das andere im Valenzband war. Dadurch dass ein Elektron aus
dem Valenzband angeregt wird, entsteht dort ein Loch, was wiederum zwei Dinge bedeutet:
Zum einen befindet sich das Valenzband nicht mehr im Gleichgewicht, zum anderen kénnen
die Elektronen nun mit dem Loch rekombinieren. Es ist nun addquat anzunehmen, dass die
Elektron-Loch-Rekombination sehr viel wahrscheinlicher ist als jeder andere Streuprozess [43],
sodass sehr schnell nach dem Entstehen des Loches ein Elektron aus dem Leitungsband mit
ihm rekombiniert und nicht mehr zum Transport beitrdgt. Aulerdem beginnt ein Diffusions-
prozess im Valenzband, der im stationdren Fall ein neues Gleichgewicht erzeugt. Hier wird
angenommen, dass dieses neue Gleichgewicht nicht zu sehr vom alten abweicht und somit die
Streuraten und Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht beeinflusst. Das Streuen und anschlieen-
de Rekombinieren, wird nun genihertf’] indem man nur eines der beiden Elektronen nach der
Streuung beriicksichtigt, das dementsprechend eine Energie zwischen 0 und der Energie des
ursprunglichen Elektrons besitzt. Auflerdem ist das Elektron mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit
ein Elektron, das vor dem Stofl im Valenzband war und eine zuféllige Spin-Orientierung hat.
Dies bedeutet, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 25% ein Spin-Flip geschieht. Die aus
diesen Uberlegungen folgende Ubergangswahrscheinlichkeit ist

1
Pa(o, Blo’ B') = (0,75 - 6y +0,25-0,57). (4.8)

wobei ¢’ die entgegengesetzte Spin-Orientierung von ¢’ bezeichnet.

3Dies weicht vom Vorgehen in z. B. [I8, 49] ab.
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Abbildung 4.4: Die mittleren freien Wegléangen (mfp) in den beiden Materialien, in Ni unterschie-
den nach der Spinpolarisierung.

Die daraus resultierende gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit erhilt man, indem die bei-
den Ubergangswahrscheinlichkeiten, mit den dazugehérigen Streuraten gewichtet, addiert wer-
den. Man erhélt

pO(Uv E|OJ7 E/) = ﬂpel(o’a E|OJ7 E,) + Apin(o-a E|OJ7 E/)a (49)

To,in T+ To,el To,in T+ To,el

wobei alle Lebensdauern bei (0, E’) berechnet werden miissen.

In Silizium lassen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten faktorisieren in einen Anteil, der
den Ubergang in der Energie und einen, der die Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit beschreibt. Bei
der Phonon-Emission (-Absorption) verlieren (gewinnen) die Elektronen genau die Phononen-

energie hwy. Der Energicanteil der Ubergangswahrscheinlichkeit ist somit

(E— E' — huw) (4.10)

PI(E|E") =
) =6(E — E' + huwy). (4.11)

Pi(E[E)

)
)

Betrachtet man die Streuraten (4.4) und (4.5)), sieht man, dass sie sich nur durch den Lo-
garithmus und den Faktor (1 + n.,) bzw. n,, unterscheiden. Fiir fast alle relevanten Werte

sind die Unterschiede im Logarithmus vernachlassigbar im Vergleich zu dem Unterschied der
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beiden Faktoren, weshalb es sinnvoll ist, hieriiber die beiden Ubergangswahrscheinlichkeiten

zu gewichten. Daraus folgt der Ausdruck

14+ nep ,
—p{(E|E 4.12
1+on Pi(EIE) ( )

op

n
E|E) = —2 pi(E|E'
P(BIE) = i (1) +

fiir den Energieanteil. Der Spinanteil beinhaltet eine Spin-Flip-Wahrscheinlichkeit, die im
Elliott- Yafet-Mechanismus begriindet liegt. Die genauen, quantenmechanischen Ursachen fiir

den Spin-Flip sollen hier nicht erértert werden, stattdessen wird die Spin-Flip-Streurate [I]

5 (s) (2) =
5(E) E;+A E,) m(E) (4.13)

— SP(E)— (1E)

angegeben, der den Zusammenhang mit der bisher verwendeten Impuls-Streurate angibt. Die
Bandliicke E, und die Spin-Orbit-Aufspaltung des Valenzbandes A wurden [50] entnommen.
Damit ist die Ubergangswahrscheinlichkeit durch

SF(E); o # o
p(o,Elo’,E') = p.(E|E") { (E) 7 (4.14)
1-SF(E); o=0d

gegeben.

Externe Quelle

Die externe Quelle ist keiner realen Quelle nachempfunden, stattdessen wird — der leichteren
Interpretierbarkeit der Ergebnisse wegen — die Quellstiarke auf einen Wert von einem Teilchen
pro Sekunde festgelegt. Die Quelle soll monoenergetisch sein und beide Spin-Orientierungen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzeugen. Die Anfangsenergie der Teilchen wird sich im zwan-
zigsten Energie-Diskretisierungsintervall befinden, was einer Energie von 1,9 - 2 eV entspricht.
Die Quelle soll am linken Rand liegen und wird deshalb im am weitesten links liegenden Dis-

kretisierungsintervall implementiert.

4.2 Spinunabhingiger Transport

In diesem Abschnitt soll der superdiffusive Transportmechanismus untersucht und detaillierter
erldutert werden, insbesondere der Einfluss der St683e und des Potentials auf die Teilchendichte
und den Teilchenfluss. Der Spintransport soll zunéchst nicht von Interesse sein. Dazu wird das
System auf eine Spinorientierung beschrankt, in diesem Fall die Majoritédts-Spin-Orientierung
im Metall. Dies bedeutet, dass die zweite Spin-Orientierung nicht mit berechnet wird und es
daher auch zu keinen Spin-Umklapp-Prozessen kommen kann. Im Metall sind dementspre-

chend nur die Materialeigenschaften fiir die Majoritats-Spin-Orientierung von Bedeutung und
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(a) Der Fluss im Schichtsystem, aufgeldst nach Links- und Rechtsliufern fiir drei verschiedene externe Spannungen U.
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in der Legende angegeben wird.
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(b) Die Dichte im System, aufgeldst nach Links- und Rechtslaufern fiir zwei verschiedene externe Spannungen U.

Abbildung 4.5: Dargestellt sind der Fluss und die Teilchendichte, aufgelést nach Links- und Rechts-
laufern fiir verschiedene externe Spannungen. Die Skalierung der horizontalen Achse andert sich an
der Grenzflachen zwischen Ni und Si. In Ni ist die Auflésung hundertmal so groB wie in Si.
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die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden so angepasst, dass kein Teilchenverlust in den an-

deren Spinkanal auftritt.

Den Einfluss der St68e auf den Transport kann man gut in Abb. [L.5] sehen. Dort sind die
Teilchendichte und der Teilchenfluss, jeweils aufgelost nach Links- und Rechtslédufern, sowie
der Summe der beiden, dargestellt. Die Verldufe in Ni sind stark vergréflert dargestellt. Die
Grenzflache ist durch einen diinnen, schwarzen Strich gekennzeichnet, an dem sich auch die

Skalierung der z-Achse dndert.

Zunachst wird der Fluss in Abb. betrachtet. Man erkennt, dass der Gesamtfluss fiir
beide Spannungen stets nahezu eins ist, aufler am linken Rand im ersten Diskretisierungsin-
tervall, wo die Quelle liegt. Dies liegt daran, dass wenn S** = 0 gilt, aus der Kontinuitéts-
gleichung ¢(z) = const. folgt und — da die Quelle auf eins normiert ist — am rechten Rand
auch ein Teilchen pro Sekunde das System verlassen muss. Dass der Fluss fir U = 0,1 V und
z > 1 um etwas abfillt, liegt an einer unzureichenden Anzahl von Iterationsschritten. Fésst
man das Abbruchkriterium strenger und berechnet somit mehr Iterationen, verkleinert sich
die Abweichung des Flusses vom Idealwert eins. Da der Gesamtfluss positiv ist, ist der Fluss
der Rechtslaufer logischerweise betragsméflig groflier als der der Linkslaufer; beide werden je-
doch — aufler in der Ndhe von z; und z; — betragsmifig kleiner mit grofler werdendem z.
Am rechten Rand wird der Fluss der Linkslaufer null, was daran liegt, dass von rechts keine
Teilchen in das System eintreten und einen Fluss nach links verursachen kénnten. Dort be-
steht der Fluss nur aus Rechtsldufern, ist also sehr geordnet. Je weiter man nach links geht,
desto mehr Links- und Rechtslaufer gibt es, deren Fluss sich gegenseitig aufhebt, was einem
ungeordneten Transport entspricht. Die Betrdge der Fliisse der Links- und Rechtslaufer und
damit die Unordnung des Transports wird zum einen im Metall gréfler, was durch die kiirzeren
Lebensdauern und dadurch erhéhte Anzahl von Stoéfen begriindet ist, und zum anderen fiir
kleinere Spannung grofer. Letzteres ist der Tatsache geschuldet, dass durch eine grofiere Span-
nung mehr Teilchen am Potential reflektiert werden, wodurch aus Links- Rechtsldufer werden
und der Fluss geordneter. Auflerdem gilt es zu beachten, dass sich durch das Potential die
Geschwindigkeit der Rechtsldufer erhoht und die der Linksldufer verringert. Dies wiirde eine
betragsméfige Erhohung des Flusses der Rechtsldufer und eine Erniedrigung des Flusses der
Linkslaufer bedeuten. Damit aber der Gesamtfluss eins bleibt, muss ein Ausgleich hierfiir bei
den Dichten geschehen, was dazu fithrt, dass der Unterschied zwischen den Dichten der Links-

und Rechtsldufer kleiner ist, als man vermuten konnte.

Die Teilchendichten (Abb. sind durch die gleichen Effekte wie die Fliisse bestimmt.
Je grofler die Unordnung ist, desto mehr Teilchen tragen nicht zum resultierenden Netto-
Transport bei, weshalb die Teilchendichte erhoht ist. Da der Gesamtfluss ein Rechtsfluss ist,
ist die Dichte der Rechtsldufer grofier als die der Linkslédufer. Auch hier wird deutlich, wie vie-
le Teilchen nicht zum Netto-Transport beitragen, wenn man bemerkt, wie dhnlich die beiden
Teilchendichten an den meisten Orten sind. Lediglich am rechten Rand wird die Linksl&ufer-

Teilchendichte aus bekannten Griinden null und damit erheblich kleiner als die der Rechtslau-
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Abbildung 4.6: Der Teilchenfluss in ausgewahlten Energieintervallen bei U = 4V.

fer. Bemerkenswert ist, wie flach der Dichteverlauf fir U = 0,3 V ist und wie nah die Dichten
der Links- und Rechtsldufer zusammenliegen. Um genauer zu verstehen, wie die Fluss- und
Dichteverldufe beeinflusst werden und wie sie daher zu deuten sind, ist einerseits der Einfluss
der reflektierenden Grenzflichen zu beachten und andererseits ist es niitzlich, einen Blick auf

die Energieverteilung der Dichte und des Flusses zu werfen.

Die reflektierenden Grenzflichen sind urséchlich fiir den Sprung sowohl der Dichten als
auch der Flisse der Links- und Rechtslaufer an der Grenzfliche bei z; = 10 nm. Elektro-
nen, die von links die Grenzfliche erreichen und reflektiert werden, gelangen stets nach einer
unbestimmten Zahl von Stoflen zuriick zur Grenzflache, da sie aufgrund der Totalreflexion
bei 2z, = 0 das System nicht verlassen kénnen. Elektronen, die die Grenzfliche von rechts
erreichen und reflektiert werden, konnen hingegen das System verlassen und miissen nicht zur
Grenzflache zuriickkehren, weswegen die Dichte und auch der Betrag der beiden Fliisse rechts
der Grenzflache geringer ist. Die Riickkehr wird durch die gréfere mittlere freie Wegléange fiir
Rechtslaufer und die Reflexionen am Potential fiir Linksldufer noch weiter erschwert, was ur-
séchlich fiir den grofieren Sprung bei hoheren Spannungen ist. Bildlich gesprochen ist der Fluss-
und Dichtenunterschied durch Elektronen verursacht, die zwischen den beiden Grenzflichen
bei z; und z; hin und her ,pendeln”. Dies ist natiirlich kein festes Ensemble von Elektronen:
Es kénnen Elektronen, die bereits mehrfach reflektiert wurden, bei z; transmittieren und da-
fiir andere Elektronen durch Stofle in den Energiebereich gelangen, in dem Reflexionen bei
z; moglich sind. Die Reflexionen bei z; finden nur bei niedrigen Energien statt, wodurch der

Flussunterschied an der Grenzfliche auch auf Elektronen niedriger Energie zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 4.7: Die mittlere Energie des Teilchenflusses und der Teilchendichte bei U = 4 V sind
iber dem Ort z dargestellt.

Bei niedrigen Energien sind die Elektronen deutlich langsamer und tragen wenig zum Fluss
beﬂ Dadurch ist der Sprung in den Dichten relativ gréfler als der Sprung in den Fliissen der
Links- und Rechtslaufer.

Nun sollen die Energieverteilung des Flusses und der Dichten diskutiert werden. Dazu wird
zunichst Abb. betrachtet, in der der Teilchenfluss in ausgewédhlten Energieintervallen dar-
gestellt ist. Als Spannung wurde U = 4 V gewihlt, da der Effekt des Feldes bei hoheren
Spannungen besser zu erkennen ist als bei den Spannungen, die in Abb. verwendet wur-
den. Im Metall erkennt man, dass der Gesamtfluss exakt eins ist, wie er es sein sollte, und dass
der Fluss nahe der Quelle durch das Energieintervall (1,9 - 2,0 eV) dominiert ist, in dem auch
die Quelle lokalisiert ist. Mit ansteigendem 2z werden zunehmend mehr Teilchen in niedriger
Energieintervalle gestreut, in denen dann der Teilchenfluss stattfindet. In die Energieinterval-
le zwischen der Energie der Quelle und dem niedrigsten Intervall werden sowohl Elektronen
aus hoheren Energien hinein gestreut als auch welche in niedrigere heraus gestreut. Dadurch
wéachst der Teilchenfluss zunéchst an, bevor er wieder kleiner wird. Lediglich im untersten
Intervall wéchst der Teilchenfluss kontinuierlich an, da dort nur Teilchen hinein, aber nicht

heraus gestreut werden.

4Dass bei niedriger Energie eine hohere Teilchendichte notwendig ist, um den gleichen Fluss wie bei einer
hoheren Energie zu erzeugen, lasst sich bildlich als ,Aufstauen” der Teilchen verstehen: Damit gleich viele
Teilchen pro Zeiteinheit eine Flachen durchqueren, miissen bei niedrigen Geschwindigkeiten die Teilchen n&her
zusammen liegen als bei hohen Geschwindigkeiten.
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In Si bietet sich einem ein komplexeres Bild. Zuerst ist aufféllig, dass der Gesamtfluss nicht
konstant ist, sondern abféllt. Dies geschieht vermutlich aufgrund mangelnder Konvergenz des
Programms. Der Flussverlust ist aber so moderat, dass die Ergebnisse noch als aussagekréftig
betrachtet werden kénnen. In der Ndhe der Grenzfliche setzt sich zunéchst das Verhalten, das
in Ni zu beobachten war, fort. Durch die verdnderte Skalierung sieht es so aus, als wiirden
die Streuraten zunehmen, tatsichlich aber wéchst der Fluss im niedrigsten Intervall um ein
Vielfaches langsamer an. Nach einer kurzen Strecke (50 nm) féllt der Fluss im niedrigsten
Energieintervall sprunghaft ab und der Fluss im dariiber liegenden Intervall nimmt in &hn-
lichem Mafle zu. Dies liegt daran, dass im Metall die Elektronen durch das Potential keine
Energie gewinnen, dies geschieht erst im Halbleiter. Da im Halbleiter die Streuraten so niedrig
sind, dass viele Elektronen auf dieser Strecke keine Energieverluste oder -gewinne aufgrund
von Stoflen erfahren, erreichen viele Elektronen an genau der Sprungstelle ein neues, ndm-
lich das néchst hohere, Diskretisierungsintervall, wodurch der Fluss im niedrigsten Intervallen
sprunghaft abnimmt und in den héheren Intervallen zunimmt. Die unterschiedlichen Sprung-
hohen in den beiden niedrigsten Intervalle liegen daran, dass aus dem zweitniedrigsten Intervall
natiirlich auch Elektronen in das drittniedrigste Intervall gelangen. Solche Sprungstellen gibt
es weiterhin in Abstédnden von 100 nm, jedoch werden die Spriinge mit gréfler werdendem z
immer kleiner, bis sie nach einer gewissen Strecke (ca. 0,5 pm) nicht mehr wahrnehmbar sind.
Der Grund dafiir sind die Energiegewinne und -verluste durch Sto8e, sodass der Ort, an dem
Elektronen in ein hoheres Energieintervall gelangen, zufélliger wird. Durch das Potential steigt
die mittlere Energie des Flusses von links nach rechts kontinuierlich an (vgl. Abb. . Der
Fluss in den hoheren Intervallen nimmt zu und der in den niedrigeren Intervallen nimmt ab,

bis am rechten Rand der Teilchenfluss nahezu gleichverteilt in den Energieintervallen ist.

Bei der Teilchendichte ergibt sich ein dem Teilchenfluss entsprechendes Bild. Auffillig ist
hier besonders der Sprung an der Grenzfliche, der durch die Reflexionen verursacht war. Dass
die Reflexionen bei niedriger Energie ursichlich sind, wird noch einmal deutlich, wenn man
bemerkt, dass die mittlere Energie der Teilchendichte an der Grenzflache sprunghaft ansteigt,
wahrend sie fir den Teilchenfluss stetig ist. Auch lasst sich beobachten, dass die Dichten nied-
riger Energie weniger zum Teilchenfluss beitragen als die Dichten hoher Energie, denn zum
einen ist die mittlere Energie der Dichte durchgéngig niedriger als die des Flusses, und zum
anderen ist der Anteil der Dichte im niedrigsten Intervall erheblich gréfer als ebenjener Anteil
des Flusses. So ist das niedrigste Energieintervall fiir den Fluss nur bis z = 50 nm dominanter
als das dariiberliegende, obwohl die Dichte im niedrigsten Energieintervall stets grofler als die
in allen anderen ist. Besonders eklatant ist dieses Verhalten am linken Rand, wo ein Grofiteil
der Teilchen sich im niedrigsten Intervall befindet, dieses Intervall jedoch nichts zum Fluss
beitrdagt. Durch die reflektierende Grenzflache heben sich die Fliisse von Links- und Rechts-
laufern auf. Es sei jedoch noch einmal erwdahnt, dass durch die Energiediskretisierung und die
héhere Anzahl von Rechts- als von Linksldufern die mittlere Energie der Teilchen systematisch

unterschdtzt wird.
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Diese Resultate gelten so natiirlich nur fur U = 4 V. Fiir kleinere Spannungen konnen die
Ergebnisse auch qualitativ von den hier gezeigten Ergebnissen abweichen, da fiir zu kleine
Spannungen und gewisse Energiebereiche die Energieverluste durch Sto68e die Energiegewinne
durch das Potential iiberwiegen kénnen. Dadurch erhoht sich die mittlere Energie des Flusses
auch fiir grofle z nicht zwangslaufig. Dies gilt es zu bedenken, wenn im Folgenden beschrieben
wird, welche Effekte die Form des Dichte- und des Flussverlaufs bestimmen.

Der wichtigste Effekt ist der bereits beschriebene Einfluss des idealen Kontaktes am rechten
Rand des Systems. Durch den Kontakt treten keine Teilchen von rechts in das System ein,
sodass es dort kein Linksldufer gibt und die Dichten dementsprechend gering sind. Es gibt
umso mehr Linksldufer, je weiter man nach links geht, da es dort mehr rechtsliegende Quellorte
gibt, die Linksldufer erzeugen kénnen. Dies ist im Groben urséchlich fiir die nach rechts hin
abfallende Dichte und die damit verbundenen betragsméflig kleiner werdenden Links- und
Rechtsfliisse. Ein weiterer Faktor sind die Reflexionen am Potential, die den Fluss ordnen
und somit die Dichten kleiner werden lassen. Dieser Effekt wird mit zunehmender Spannung
starker, jedoch mit zunehmender Teilchenenergie schwécher. Dies bedeutet, insbesondere fiir
héhere Spannungen, dass mit gréffer werdendem z und einem damit verbundenen Anstieg der
mittleren Teilchenenergie, der Einfluss des Potentials geringer wird.

Dem setzt sich ein weiter Effekt entgegen, ndmlich der Einfluss der energieabhédngigen
mittleren freien Wegldnge. In den hier relevanten Energiebereichen steigt die mittlere freie
Weglénge mit der Energie (vgl. Abb. , sodass fiir hohere Energie der Fluss geordneter und
damit die Dichte, sowie die Betrége der Links- und Rechtsfliisse kleiner werden. Der schwécher
werdende Einfluss des Potentials bei hohen Energien iiberwiegt aber den Einfluss der mittleren
freien Weglénge, sodass fiir hohere Spannungen, bei denen der Anstieg der Energie mit dem Ort
z besonders relevant ist, die Ordnung des Flusses langsamer mit z zunimmt als bei niedrigeren
Spannungen. Dies schldgt sich in flacheren Dichteverldufen fiir hohe Spannungen nieder, die
man in Abb. [4.9sehen kann. Das Zusammenspiel dieser Effekte und die unterschiedliche Stérke
der Effekte bei unterschiedlichen Energien bestimmen die Fluss- und Dichteverldufe, was auch
bedeuten kann, dass es zu nicht monotonen Verlaufen kommt, wie man sie beispielsweise bei
den Dichten bei 0,3 V und bei 0,5 V sehen kann. Die dort zusehende ,Delle” hinter der
Grenzflache rithrt daher, dass bei den fiir den Fluss relevanten Energien (mittlere Energie ca.
0,2 eV) der mit fallender Energie schwicher werdende Effekt der asymmetrischen mittleren
freien Wegldngen recht empfindlich ist, wéhrend die Ordnung durch zuséatzliche Reflexionen

am Potential bei fallender Energie kaum noch erhdht wird.
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Abbildung 4.8: Die Teilchendichte in ausgewahlten Energieintervallen bei U =4 V.

72

Felix Willert



4.3. SPINAUFGELOSTER TRANSPORT

0.0005 I I I
Ni Si 0,1V
03V ——
S‘ 1 \’Y
g 2 \’Y
< 0.0003 — 3 \*Y _|
.5 ‘_l \, —
= 5V ——
E? 0.0002 — ]
=
A
0.0001 — ]
L —
0 | ; ;
0,005 0,01 1 2 3
z in pm

Abbildung 4.9: Gesamtdichte bei verschiedenen externen Spannungen.

4.3 Spinaufgeloster Transport

In diesem Abschnitt soll der Elektronentransport durch das Ni-Si-Schichtsystem mit beiden
Spin-Orientierungen untersucht werden. Als Majoritdtsorientierung in Ni wurde hier Spin ,,up”
(1) gewdhlt und dementsprechend Spin ,,down” ({) als Minoritdt. Die Quelle sei hierbei un-
polarisiert, das heifit sie erzeugt gleich viele ,up”- und , down”-Elektronen. Dies erkennt man
auch in Abb. wo der Teilchenfluss spinaufgelost dargestellt ist. Man erkennt, dass sowohl
der Spin-up-Fluss als auch der Spin-down-Fluss bei 0,5 beginnen, also gleich stark sind — sieht
man einmal vom ersten Diskretisierungspunkt bei z = 0 ab. Dort sind beide Fliisse tatséch-
lich nahezu null, da sich die externe Quelle rechts von diesem Punkt befindet. Geht man in
Ni weiter nach rechts, erhoht sich der Spin-up-Fluss und im gleichen Mafle verringert sich der
Spin-down-Fluss. Dies geschieht aufgrund der unterschiedlichen Lebensdauern von Majoritéts-
und Minoritétselektronen. Zunéchst geschieht dies schnell, mit zunehmenden z jedoch verlang-
samt sich der Prozess und eine Sattigung tritt ein. Asymptotisch wiirden die Stréme sich null
bzw. eins anndhern, was daran liegt, dass kein Prozess eingebaut ist, der die Anregung von
Majoritatselektronen begrenzt. In der Realitét ist es jedoch nicht moglich, so stark polarisierte
Strome in einen Halbleiter zu injizieren. Dies liegt an dem hier nicht beachteten Transport im
Valenzband und an der Tatsache, dass die Potentialbarriere an der Grenzfliche unterschiedlich
hoch fiir die beiden Spin-Orientierungen ist [7], was die Spin-Polarisation deutlich abschwiécht.
Dies bedeutet, dass hier deutlich héhere Spinpolarisationen berechnet werden als in vergleich-

baren Arbeiten (vgl. z. B. [12]). Abseits der Grenzfléche spielen diese Einschrankungen jedoch
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Abbildung 4.10: Der Teilchenfluss ist fiir vier ausgewahlte Spannungen dargestellt, aufgelost nach

dem Fluss der ,,up”- und der Spin "down"-Elektronen.
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Abbildung 4.11: Die Teilchendichte ist fiir vier ausgewahlte Spannungen dargestellt, aufgelést

nach den ,up”- und "down"-Elektronen.
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keine Rolle, weshalb die hier gezeigten Resultate qualitativ, im Rahmen der gemachten N&he-
rungen, Giiltigkeit behalten und dementsprechend qualitativ diskutiert werden.

In Ni hat man ein umgekehrtes Bild. Die Spin-up-Fliisse nehmen ab, wihrend die Spin-
down-Fliisse zunehmen. Grund hierfiir sind die Spin-Flips durch den Elliott-Yafet-Prozess.
Auffillig ist, dass die Verlustrate der Spin-up-Stréome nicht monoton mit der Spannung steigt
oder fillt, sondern ohne erkennbare Ordnung variiert. Dies schligt sich in den Dichteverteilun-
gen (Abb. hingegen nicht nieder; dort ist der ordnende Effekt des Potentials so dominant,
dass die unterschiedlichen Verlustraten nicht erkennbar sind. Bei der Interpretation der Spin-
relaxation mittels der Fliisse ist zu bedenken, dass der Gesamtfluss nicht erhalten war und der
Flussverlust unterschiedlich stark fiir verschiedene Spannungen ausgeprigt war. Deshalb ist es
sinnvoll, eine andere Grofie, namlich die Spinpolarisation P(z) zu betrachten. Diese berechnet
sich aus den in Abb. dargestellten Fliissen ¢+(2) und ¢, (z) gemas

P1(2) — ¢y (2)
b1(2) + ¢y(2)

Dadurch dass auf den Gesamtfluss normiert wird, ist die Spinpolarisation nicht durch den

P(z) = (4.15)

Flussverlust beeinflusst. Die so berechnete Spinpolarisation ist fiir die gleichen ausgewéhlten
Spannungen in Abb. dargestellt. Erneut ist der Wert im &uflersten, linken Diskretisie-
rungsintervall gesondert zu beachten: Die Fliisse dort sind kleiner als die numerischen Unsi-
cherheiten, weshalb die berechnete Spinpolarisation dort als unphysikalisch betrachtet werden
muss. Im iibrigen System sieht man das gleiche Verhalten wie zuvor, ndmlich einen Anstieg
der Spinpolarisation in Ni und einen Abfall in Si. Diese Spinrelaxation in Si, die im Inset noch
einmal vergroflert dargestellt ist, soll nun genauer erldutert werden. Besonders aufschlussreich
sind die Verléaufe fiir U = 0,1 V und U = 4 V. Zunéchst ist die Spinpolarisation fiir U =4 V
grofler, ab ca. 2 pm ist dann die Spinpolarisation fir U = 0,1 V grofler.

Der Verlauf fiir 0,1 V lédsst sich mit dem bereits bekannten Wissen aus dem spinunab-
héngigen Transport erkldaren. Weiter links im System ist der Transport sehr ungeordnet und
dementsprechend stark stofbehaftet, wodurch die Spinpolarisation verhaltnisméaflig schnell ab-
nimmt. Mehr St68e bedeuten immer auch mehr Méglichkeiten fir Spin-Flips. Mit zunehmen-
den z steigt auch die Ordnung des Transports (vgl. Abb. und somit schwécht sich die
Rate, mit der P abnimmt, ab.

Fir U = 4 V gilt zundchst das Gleiche. Auch hier ist der Fluss am linken Rand unge-
ordneter als weiter rechts, allerdings ist der Transport — aus bekannten Griinden — insgesamt
deutlich geordneter als fiir kleinere Spannungen. Dadurch féllt die Spinpolarisation zu Beginn
nicht so schnell wie fiir U = 0,1 V. Mit grofler werdendem z und dementsprechend grofier
werdender mittlerer Energie setzt ein dem entgegen wirkender Effekt ein: Je hoher die Ener-
gie, desto hoher ist auch die Wahrscheinlichkeit fiir einen Spin-Flip (vgl. Gl. , weshalb die

Spinpolarisation fiir 4 V recht bald schneller fallt als fiir niedrigere Spannungen.

Durch diese Effekte lassen sich die unterschiedlichen Spinpolarisationen am Ende des Systems
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Abbildung 4.12: Dargestellt ist die Spinpolarisation P lber dem Ort z fiir vier ausgewalte Span-
nungen. Der Verlauf der Spinpolarisation in Si ist vergréBert in das Diagramm hineingesetzt.

erklaren. Durch die fehlende Monotonie gibt es eine Spannung, bei der die Spinpolarisation
beim Verlassen des Systems bei 2, = 4 pm maximiert wird. Diese Spannung ist natiirlich von
groflem Interesse, wenn man einen maximal polarisierten Spinstrom erzeugen mdochte. In dieser
Arbeit ist es aufgrund der erwdhnten Ndherungen nicht moglich, einen praktisch verwendbaren
Wert zu nennen. Dennoch soll, um eine grobe Vorstellung zu erhalten, die Spinpolarisation
bei z, fiir verschieden Spannungen in Abb. betrachtet werden. Man erkennt, dass das
Maximum bei U ~ 0,5 V liegt, also bei einer verhéltnisméfig niedrigen Spannung.
Desweiteren stellt sich die Frage, wie die Spinpolarisation optimiert werden kann, wenn man
die Lange der Ni- oder der Si- Schicht variiert. Dies soll aber hier, aufgrund der beschriebenen

Ungenauigkeiten der Methode und der Schwerpunktsetzung der Arbeit, nicht geschehen.
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4.3. SPINAUFGELOSTER TRANSPORT
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Abbildung 4.13: Die Spinpolarisation P(z; = 4 um) am rechten
schiedene Spannungen abgebildet.

Rand des Systems ist fiir ver-
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Kapitel 5

Diskussion und Zusammenfassung

5.1 Kritik der Methodik

Wie gesehen, erlaubt es die hier entwickelte und vorgestellte Methode, den Elektronentrans-
port durch planare Schichten eindimensional zu beschreiben, ohne die Dreidimensionalitat der
Teilchenbewegung zu ignorieren. Dennoch gibt es eine Reihe von Punkten, die bei der Ver-
wendung dieser Methode und bei der Validierung der Ergebnisse bedacht werden sollten. Der
erste und vielleicht wichtigste dieser Punkte betrifft den Anwendungsbereich der Methode. Das
Verfahren ist effizient, wenn so viele Stofle im System stattfinden, dass eine rein ballistische
Beschreibung nicht mehr geniigt, aber nicht so viele Stole, dass eine diffusive Beschreibung
einfacher und effizienter gewesen wére. Entscheidend ist also das Verhéltnis der mittleren freien
Weglédnge zur Lange des Systems bzw. der Lange der gerade betrachteten Schicht. In dem hier
untersuchten System bedeutet dies, dass es sinnvoll war, das Metall und die hoheren Energien
im Halbleiter mit dieser superdiffusiven Methode zu beschreiben, wahrend fiir niedrigere Ener-
gien (bis ca. 1 eV) ein diffusiver Ansatz vermutlich sehr &hnliche Ergebnisse geliefert héatte und
effizienter gewesen wére. Es soll an dieser Stelle aber noch einmal deutlich gemacht werden,
dass das Verwenden dieser Methode fiir ungiinstige Parameter nicht zu falschen Ergebnissen
fiihrt, sondern lediglich mehr Rechenleistung erfordert als andere Methoden, um zum gleichen
Ergebnis zu kommen.

Ein weiterer, grofler Kritikpunkt ist, dass alle Stofe als isotrop angenommen werden miis-
sen, was insbesondere fiir Elektron-Phonon-St683e eine ziemlich starke Nédherung ist. Aulerdem
wird lediglich das Leitungsband simuliert, was unter anderem dazu fiihrt, dass bei Elektron-
Elektron-Sto8en lediglich eines der beiden am Stofl beteiligten Elektronen verfolgt wird, wie in
Abs. beschrieben. Hiermit ist verbunden, dass die Bewegungen der Locher, die durch die
Elektron-Elektron-Sté8e im Valenzband entstehen, nicht beriicksichtigt werden. Desweiteren
wird die Ladungsakkumulation durch die heiflen Elektronen vernachlissigt. Diese zusétzlichen
Ladungen wiirden ein zusétzliches, nicht konstantes Feld im Halbleiter erzeugen.

Dariiber hinaus sind viele Materialparameter (insb. ihre Energieabhéngigkeiten) nur grob

bestimmt, wie beispielsweise die inelastische Lebensdauer in Si, oder grob implementiert da-
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durch, dass gefittete Werte verwendet werden, um einige Integrale analytisch 16sen zu kénnen
und somit Rechenzeit zu sparen. Auch dass die Geschwindigkeiten und die Reflexionskoef-
fizienten als isotrop angenommen werden, verschlechtert die Giite der Ergebnisse. Deutlich
bedeutender ist jedoch, dass der Reflexionskoeffizient spinunabhéngig implementiert wurde.
Neben der Energie- und der Spinabhéngigkeit sind natiirlich noch andere Abhéingigkeiten,

zum Beispiel von der Temperatur, moglich, die allesamt ignoriert werden.

5.2 Verbesserungen und Ausblick

Einige der zuvor aufgefithrten Kritikpunkte lieflen sich bei einer aufwendigeren und komple-
xeren Anwendung der Methodik beseitigen, wie nun ausgefithrt werden soll.

Das Problem des nicht immer addquaten Anwendungsbereichs lasst sich offensichtlich 16sen,
indem man nicht alle Energiebereiche im Halbleiter mit der hier vorgestellten superdiffusiven
Methode modelliert, sondern die niederenergetische Dichte mittels der Diffusionsgleichung be-
schreibt. Dies erfordert allerdings eine effektive Beschreibung der Energiegewinne und -verluste,
die die Dichte im Potential erfahrt. Wie in Abs. gesehen, kann dies dazu fiithren, dass
die Energiegewinne massiv iiberschétzt werden und man somit unphysikalische Resultate er-
hélt. Von einer Funktion, die die Energieverteilung nach dem rédumlichen Transport besser
auf die Energieintervalle abbildet, wiirde natiirlich auch die Methode der SDTG profitieren.
Ein Weg, das Problem der Energieiibergdnge bzw. der bendtigten, feinen Energieauflésung zu
umgehen, wére eine Teilchenmethode zu verwenden. Dies wiirde bedeuten, dass man statt Teil-
chendichten zu simulieren, einzelne Teilchen oder Quasiteilchen betrachtet. Diese fithren dann
Zufallsbewegungen (,Random Walk”) aus. Die Verteilungsfunktion der einzelnen Zufallsbewe-
gung héngt dann von der Energie und dem Anfangsort (zq) ab. Fiir Energiebereiche, die mit
der SDTG beschrieben werden, ist die Verteilungsfunktion durch den Flusskern ¢(z|zq; 0, E)
bzw. die Summe der Flusskerne iiber alle méglichen Trajektorien, also durch die Ausdriicke,
die diskretisiert als Matrixelemente bezeichnet wurden, gegeben. Im diffusiven Bereich ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ohne Feld eine symmetrische, deren Varianz durch den Diffu-
sionskoeffizienten bestimmt ist. Beispielsweise kann eine Normalverteilung gewéhlt werden.
Erfolgt die Bewegung in einem Feld, miissen Reflexionen am Potential am Ort zy = zy(2q; E)
beriicksichtigt werden. Hierfiir folgt man den Uberlegungen aus Abs. und berechnet die
Ubergangswahrscheinlichkeit p(z|zq) als Uberlagerung der feldfreien Wahrscheinlichkeitsver-

teilungen pq fiir den realen und den gespiegelten Anfangsort, also

0; 2z < zq

p(z|zq; 0, E) = { (5.1)

po(zl2q; 0, E) + po(z|lzv — (2q — 2v);0, E); 2> zq.

Dabei wurde o. B. d. A. angenommen, dass zy < zq gelte. Ein konvektiver Anteil liee sich na-
tiirlich als konstanter Sprung aufaddieren. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen miissten streng

genommen fiir jeden Anfangsort und jede Energie einzeln berechnet werden. Praktisch jedoch
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wiirde man natiirlich diese Rechnungen fiir ausgewahlte Diskretisierungspunkte, wie es auch
in dieser Arbeit fiir die Matrixelemente getan wurde, berechnen. Als Ausgangspunkt fiir den
nichsten Schritt wiirde man jedoch den exakten (kontinuierlichen) Ort der Teilchen, sowohl
rdumlich als auch energetisch, verwenden und somit das Problem der zu groben Beschreibung
der Energieiibergénge durch Bewegung im Potential umgehen.

Ebenfalls naheliegend ist es, nicht nur die heiflen Elektronen im Leitungsband, sondern auch
die Locher, die durch Elektron-Elektron-St683e im Valenzband entstanden sind, zu simulieren.
Die Locher kann man, je nach Energie, ebenfalls iiber die SDTG oder die Diffusionsgleichung
beschreiben. Die Transportgleichungen fiir das Leitungsband und das Valenzband sind dann
iiber die Elektron-Elektron-Streuung miteinander gekoppelt.

Fiir die in jedem Iterationsschritt berechnete Teilchen- und mit ihr verbundene Ladungs-
dichte lasst sich natiirlich die PO1ssoN-Gleichung aufstellen und 16sen, wodurch man das selbst-
konsistente Potential erhielte und das dazugehorige Feld. Das wiirde natiirlich die Giite der
Resultate verbessern, hétte jedoch zwei Nachteile. Zum einen wére das Potential nicht mehr
linear, wodurch es ungleich schwieriger ist, die Umkehrpunkte und kritischen Winkel fiir jeden
Quellort zu bestimmen. Zum anderen erhoht sich der Rechenaufwand enorm, da die Matrix-
elemente wiederholt fiir die neu berechneten Potentiale berechnet werden miissten. Weicht das
selbstkonsistente Potential nicht zu sehr vom linearen Potential ab, berechnet man klugerweise
nicht in jeder Iteration das Potential und die Matrixelemente neu, sondern seltener, da das
verdnderte Potential nur einen kleinen Einfluss auf den Teilchenfluss hat.

Es ist dariiber hinaus méglich, nicht isotrope Streuung — zumindest grob — zu implemen-
tieren. Und zwar kann man ,Forward Scattering”, also dass Teilchen nach einem Stofl mit
groflerer Wahrscheinlichkeit die gleiche Richtung wie vor dem Stofl haben, erzwingen. Dazu
ist es notwendig, die Trajektorien nicht nur nach Rechts- und Linksldufern, also der Richtung
der Teilchen am Ende der Trajektorie, sondern auch nach Rechts- und Linksstartern, also der
Richtung, die die Teilchen unmittelbar nach dem Stofl haben, zu kategorisieren. Hat man dies
getan, kann man die Quellstérke in einem Diskretisierungsschritt den Links- und Rechtsstar-
tern ungleichméfig zuordnen. Als Maf3 dafiir, wie ungleich die Quellstarke verteilt wird, liefe
sich zum Beispiel das Verhéltnis oder die Differenz der Flisse oder der Dichten der Links- und
Rechtsldufer nehmen. Wie stark ein Ubermafl an Rechtsfluss beispielsweise die Rechtsstarter
bevorzugt, miisste durch einen zusétzlichen, freien Parameter festgelegt werden.

Bessere Resultate erhélt man natiirlich auch, wenn man moglichst exakte statt gefittete
Parameter verwendet. Dies bedeutet natiirlich aber auch, dass man die z-Integration fiir die
Berechnung des Propagators numerisch ausfithren miisste, was wiederum einen erhohten Re-
chenaufwand bedeutet. Die Reflexionen kénnte man besser beriicksichtigen, indem man die
Reflexionskoeffizienten richtungsabhéingig macht und in die ¥-Integration hineinzieht und ver-
schiedene Potentialbarrieren fiir die beiden Spin-Orientierungen berechnet und implementiert.
Auflerdem sei erneut darauf hingewiesen, dass die hier erarbeitete Methode nicht nur auf dieses
System aus zwei Schichten angewandt werden kann. Es ist, im Gegenteil, sogar sehr effizient,

diese Methode fiir Systeme aus mehreren planaren Schichten zu verwenden, da in diesem For-
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malismus alle Schichten in einer Gleichung beschrieben werden und es somit nicht notwendig
ist, verschiedene Gleichungen fiir verschiedene Schichten {iber Randbedingungen miteinander

zu koppeln.

5.3 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Transportgleichung hergeleitet, die es ermoglicht, den dreidimen-
sionalen Transport heifler Elektronen mathematisch eindimensional zu beschreiben. Der zu-
grundeliegende Transportprozess beriicksichtigt Stofiprozesse und die ballistische Bewegung
zwischen den Stéflen, was zusammengenommen fiir eine superdiffusive Natur des Transportes
sorgt. Diese Gleichung wurde nicht nur fiir homogene Medien, sondern auch fiir inhomogene
Medien mit reflektierenden Grenzflichen hergeleitet und auf Materialien in einem externen
Feld erweitert. Insbesondere wurde auch gezeigt, wie die Gleichung numerisch implementiert
werden kann und wie die Schwierigkeiten, die bei der Implementation an Grenzflichen von
feldbehafteten Schichten auftreten, iiberwunden werden kénnen.

Diese Implementation erlaubte es, ein Ni-Si-Schichtsystem zu untersuchen. Die dort ent-
standenen Fluss- und Dichterverldufe wurden unter dem Aspekt der Ordnung des Transports
interpretiert. Der Einfluss der externen Spannung und der energie- und spinabhéngigen mitt-
leren freien Weglénge auf die Dichteverldufe und spéter auch auf die Spinrelaxation in Si
wurde erldutert. Entscheidenden Einfluss hatten dabei die Reflexionen am Potential, sowie
unterschiedlichen mittleren freien Weglangen fiir Links- und Rechtsldufer. Die fiir den spin-
abhingigen Transport verwendete Modellierung des Systems ist zwar nicht detailiert genug
gewesen, um quantitativ belastbare Resultate zu erzielen, dennoch konnte gezeigt werden,
dass eine hohere Spannung nicht zwingend zu einem besseren Spintransport fiihrt. Es ist viel-
mehr erstrebenswert, eine Spannung zu wahlen, bei der der Transport hinreichend geordnet
ist, die Teilchen aber keine zu hohen Energien erreichen, damit moglichst wenige Spin-Flips
die Polarisation des Spinstroms beeintréichtigen.

Die hier verwendete Implementation hat zwar einige Schwéchen, wie die Isotropie der Sto-
Be und die sehr grobe Modellierung der Grenzfliche, doch diese Schwichen sind grofitenteils
entweder keine grundsétzlichen Nachteile der Methode und lassen sich bei einer detaillier-
teren, aufwéndigeren Implementation beseitigen, oder, wie im Falle der isotropen Stofle, die
Schwiachen kénnen abgemildert werden, ohne die Methodik grundséatzlich abandern zu miis-
sen. Daher konnen diese Methode und die superdiffusive Transportgleichung einen Beitrag
dazu leisten, den Transport von heiflen Elektronen in planaren Schichtsystemem ohne allzu

grofe Vereinfachungen effizienter zu beschreiben.
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Anhang A
Zeitabhangiger Fluss

Anmerkung zu Notation: In diesem Abschnitt werden die zeitabhingigen Grofien ohne
Index geschrieben und die zeitunabhéingigen Gréflen werden mit dem Index ,stat” fiir sta-
tionér versehen, wihrend im Rest des Textes, wo stationdre Probleme betrachtet werden, die

zeitunabhéngigen Groéflen mit keinem Index bezeichnet werden.

A.1 Herleitung des zeitabhangigen Flusses

In diesem Abschnitt soll der zeitabhéngige Fluss einer Punkt-Quelle bzw. einer auf einer z-y-
Ebene verschmierten ,,Ebenenquelle” durch eine weitere z-y-Ebene berechnet werden. Dies soll
monoenergetisch erfolgen, allerdings wird keine Homogenitét vorausgesetzt, stattdessen konnen
7 und v mit z variieren. Die Isotropieannahmen bleiben aber wie gewohnt bestehen. Da der
Fluss durch eine unendlich ausgedehnte Ebene betrachtet wird, ist es — wie auch im Haupttext
— unerheblich, wo in der Ebene die Quellen lokalisiert sind. Man kann als 7q = (0,0, zq)
wéhlen. Auflerdem sei die Quellstirke S, auf eins normiert.

Um den momentanen Fluss ¢(z, t|zq,tq) zu berechnen, ist es niitzlich, zuerst den aufinte-
grierten, kumulierten Fluss ¢)(z, t|zq,tq) zu berechnen, also die Anzahl der Teilchen, die zum
Zeitpunkt tq bei zq entstanden sind und bis zum Zeitpunkt ¢ die Ebene bei z passiert haben.
Hierzu werden zunéchst die Flugzeit &, die ein Teilchen vom Ort 7g zum Ort 7 bendtigt, und
die Flugzeit in Einheiten der Lebensdauer p benétigt. Diese lassen sich fiir inhomogen Medien

in Integralform durch

— d7 “ dl
A= / o) / o) (A
und

B
7= | e / SEOEGO) (42

ausdriicken, wobei diese Pfadintegrale hinter dem zweiten Gleichzeichen durch die Bogenlénge
| parametrisiert sind. Diese wiederum ist fiir gerade Trajektorien (s. Abb. durch [(Z') =
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Zozq gegeben. Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Teilchen, nicht gestreut zu werden,

cos v

bevor es zq erreicht, durch p = e ? gegeben und der kumulierte Fluss ldsst sich fiir den

Fallz > zq durch

% 27
1 B —
bz, tlza, tq) = /dq?/dg; sini—e - O(t — tq — At) - Ot — tg) (A.3)
s
0 0

1
A

zu werden. Die erste Heaviside-Funktion stellt sicher, dass die Teilchen die Ebene erreichen

ausdriicken, wobei das die Wahrscheinlichkeit angibt, in den Raumwinkel di/dy emittiert

konnten und die zweite, dass das Teilchen erst bei g erzeugt wurde. Wenn die Materialeigen-

Z/—ZQ

schaften 7 und v nicht mehr von 7, sondern von z abhéngen, ist es sinnvoll [(2') = "2 zu
substituieren. Hierdurch erhalt man
~ 1 [ d
At=—— | A4
cosv ) T(2) (A-4)
2qQ
sowie B
1 dz’
p = , A5
P= cosv / T(2)v(2") (4.5)
2Q

was in (|A.3)) eingesetzt wird. Die erste Heaviside-Funktion in ((A.3|) definiert dann eine implizite
Bedingung fiir den Winkel ¢, bis wohin Teilchen die Ebene bei z noch rechtzeitig erreichen.
2 ’
t—1tq:q v(2)
muss die zweite Heaviside-Funktion (wie unten dargestellt) verdndert werden, um den Cosinus

Daher wird ¥ nun nicht mehr bis 7, sondern bis arccos ( > integriert. Aulerdem

auf seine Hauptwerte zu beschréanken. Fithrt man noch die ¢-Integration aus, erhélt man das

Ergebnis
arccos< ! f d )
1 N in®d
¢(Zat|ZQ7tQ) :/ ! tQ @ U(Z) dﬁ%
0 (A.6)
-1 7 dz —~
CO(t—tq — |A)
R T(2")v(2') ( o~ [4) ’) ’
2Q
das sich im homogenen Fall auf
arccos( L Z_ZQ>
_ t— tQ v sin
»(z, 129, tq) /0 4 — (A.7)

Z = 2qQ

cos?d TV v

1 -
-exp( : ZQ)-@(t—tQ—

).
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vereinfacht. Den momentanen Fluss erhdlt man dann nach kurzer Rechnung als

d¢(z, t|ZQ, tQ)

¢(z7t|ZQ7tQ) = dt
1 t—tq dz’ dz’
T oi—ige | T @ / (=)o) / ) (A-8)
2o V(%) - -
Z— 2q t—1q Z— 2q
hoi.w'exp(‘ . >'@<t‘tQ‘ o >

A.2 Ableitung des stationiren Falles

Um den stationdren Fluss ¢gai(2]2q) aus dem zeitabhingigen Fluss ¢(z, t|zq, tq) zu gewinnen,
reicht es, Letzteren tiber alle moglichen Quellzeiten tq < t zu integrieren. Zu berechnen ist

also

t
stat( ‘ZQ /dtQ QS(Z?t’ZQ?tQ)

t

Z— 2 t—1¢ zZ— 2
a0 e () 0 (1 ).
/ Q 2u(t — tq)? P T @ v
. ; - lq—t . . z—2q
Um dieses Integral zu losen, substituiert man s = und erhélt mit A = den
T TV
Ausdruck
e — 2q)T
b N — d Q S
w(#l2a) / 21}7‘
—14]
= ds —
/ 232 (A.9)

_A (6‘:‘ +E1(—|A|)>
1

= 5 (sen(a)e ¥ + A Ti(—[A])

der mit (2.57) fir Sy = 1 iibereinstimmt.
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Anhang B

Propagatoren und Trajektorien im

konstanten Feld

B.1 Zusammenhang der Propagatoren im Halbleiter mit dem
im Metall

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Funktionen ¢ im Halbleiter im feldfreien Fall
zu der Form von ¢ im Metall mit angepassten Materialeigenschaften {ibergehen. Da die bei der
Integration verwendeten Substitutionen fiir ov = 0 nicht erlaubt sind, muss (25(z) 223 M(2)

gezeigt werden fiir j = 0,1, 2.

Zunéchst wird j = 0 betrachtet und man findet, indem man die Wurzel entwickelt

Z—ZzQ
— 2
M0(2) = -m v1(E)? cos? ) — X
Ty my o
r=
Z—ZzZQ
_ —muy| cos V| - 2 . (B.1)
N oty mu,2 cos2
=0
—muy | cos V| (1 e )
~ - x).
oty mu42 cos? v

Der erste Summand ist konstant in z und tragt nach dem Einsetzen der Grenzen nichts mehr

zum Ergebnis bei. Setzt man die Grenzen in den zweiten Summanden, erhilt man

HL,0 FTRQ A M
v (2) = =1"(2). B.2
(2) T101| cos V| (2) (B:2)
Fir 7 = 1 muss man anders vorgehen, ein getrenntes Entwickeln der einzelnen Funktionen

fiihrt nicht zum Ziel. Stattdessen wird die gesamte Funktion nach o entwickelt, wozu zunéchst
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"-1(2) ohne das Einsetzen der Grenzen als neue Funktion /*°(z)(«) aufgefasst wird. Fiir

diese Funktion berechnet man

a4
da

HL.O e _ 202” — 2E(1 + cos® V)
<L (z)(a) - ( aTlUl)) " 2VE — azVEcos2 ¥ — ax

n Esin® ¥ - \/W (B.3)
\/ Ecos? — ax Esin®? Ecos?9 — ax
24/1

Esin? 9

und kann dies nun an der Stelle a = 0 auswerten, um damit die lineare Ordnung der

MacLaurin-Reihe zu finden:

d /Lo _ —2E(1 4 cos® 1)
@ (L (]7)(0[) . (—OleUl)) == 2E| C0819|
a=0
N -z Esin? ¥
2 VEsin?9 + E cos? 9V E cos? 1) (B.4)
o 1 cos?y  sin®¥
2 \Jcosd| |cos¥| = |cos|
B x
| cos |
Damit erhélt man
x
M) (@) - amuy & Teosd] (B.5)
und schlussendlich
HL,0 z A M
' N — = . B.6
) 0) % T = ) (B6)

Zuletzt soll noch der Fall j = 2 betrachtet werden, bei dem man direkt erkennt, dass der
zweite Summand "0(2) entspricht und somit in ¢™(z) ohne Feld iibergeht. Es verbleibt also

zu zeigen, dass der erste Summand (.5) fiir @ — 0 null wird:
—2 3 39 2
s, — mu,?| cos |<1+ azx > - e
3o v,2 mu;2 cos? mu;2 cos?

—2mw,3| cos® J| <1 N ax ) (1 ax >
3T 0,2 mu,2 cos? Y mu;2 cos? v

Die nullte Ordnung in  wird null, wenn man die Grenzen einsetzt; die erste Ordnung wird

v=0 (B.7)

Z—ZzZQ

=0

genau null, da die Vorzeichen in den Klammern genau umgekehrt sind; héhere Ordnungen

enthalten mindestens ein o im Zahler und werden somit auch null.
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B.2 Mogliche Trajektorien im Metall-Halbleiter-Schichtsystem

Die folgende Tabelle gibt an, welche Trajektorien im Metall-Halbleiter-Schichtsystem moglich
sind und welche Parameter sie beschreiben. Die Tabelle ist unterteilt in vier Abschnitte, die
jeweils fiir eine Kombination von Start- und Zielort stehen, je nachdem, ob sie im Metall oder
im Halbleiter liegen. Dies ist auch im Namen des Propagators vermerkt. Der tiefstehende Index
gibt in der Regel die Anzahl der Reflexionen an, aufler der Index ,,Pot.”, der besagt, dass es eine
Reflexion am Potential gibt im Unterschied zu dem Propagator A ~HL bhei dem die Reflexion
an der Grenzflache bei z; erfolgt. Die Zdhlung beginnt, wenn nicht anders vermerkt, bei v = 0.
Die zweite bis fiinfte Spalte geben an, wie viele und welche Reflexionen und Transmissionen
stattgefunden haben, z. B. bedeutet I, : v, dass v Reflexionen an der Grenzfliche bei z;, mit
dem Reflexionskoeffizienten R, stattgefunden haben. Die néchsten beiden Spalten geben die
Integrationsgrenzen fiir die ¥-Integration an. Die Spalten AM und A" beschreiben den Pfad
der Teilchen im Metall bzw. Halbleiter; die dort stehenden Werte sind dann die Vorfaktoren
bzw. Argumente fiir ¢ geméf und dem Vorgehen, beschrieben in Abs.

Bemerkungen

a) In diesen Fillen bleiben die Teilchen im Metall, wo das Potential keinen Einfluss hat. Die
Integration kann deshalb analytisch durchgefithrt werden, wobei die Integrationsgrenzen
— wie bekannt — 0 und 7 bzw. 7 und 7 sind. Das Vorzeichen im oberen Index gibt an,
ob es sich um Rechts- (4) oder Linksldufer (-) handelt.

b) Fiir den Fall v = 0 darf nur eines der beiden Vorzeichen ausgewertet werden, da ohne
Reflexionen beide Trajektorien identisch wéren. Sie unterscheiden sich sonst dadurch, an

welcher Grenzflache zuerst eine Reflexion stattfindet.

¢) In diesem Fall beginnt die Zahlung bei v = 1.
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Refl./Transm. mit

Propagator | R, | R; | T; | Pot.: | Untere | Obere | AM AHL Bem.
R=1 | Gren- | Gren-
ze ze
M v v 0 |0 2z — 29 £ 2u0(z — 2) 0 a), b)
Ay M v+l | v 0 |0 siche Bemerkung | z — 2o +2vz; — (2v 4+ 1)z, | O a)
Agr M v v+1 10 |0 z—zg+2wz— 2u+1)z |0 a)
AY—HL v v 1 |0 0 z 21— 2o + 2v(z1 — 2) z—2z
AN v+l | v 1 |0 T z 2zg— 20+ Qu+1)(z1 —20) | 2 — 2
Ay M v v L 10 m Vet —(z1 —z+2v(z — %)) Zo — 21
ASSM v+l | v 1 |0 0 it z—z0+ 2u+1)(z1 —20) | 20— 2=
AP~ HE 0 0 0 |0 0 z 0 z— 2g z > 2g
AR 0 0 0 0 T ot 0 Z—2q z < 2Zg
AL—HL 0o |1 |0 |0 - z 0 2429 — 22
Apgi 0 0 0 |1 Vet Vorie 0 Z2+ 2 — 22y
AL M=HL g, v-1 |2 |0 Dot z 2u(z1 — zp) 2+ 29 —22 | )
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Anhang C

Rechnungen zur numerischen

Implementation

C.1 Korrektur der Matrixelemente zur Flusserhaltung

Wie zuvor bereits mehrfach gezeigt, muss der Teilchenfluss konstant sein an Orten, wo S = 0
gilt. Die Erhaltung des Flusses eignet sich deshalb gut als Kriterium bzw. ,Diagnostik”, um die
Giite der Implementation zu testen. Uberpriift man die Flusserhaltung, stellt man fest, dass
der Fluss schwécher wird, je weiter man sich von der Quelle entfernt. Die Diskrepanz wird
jedoch kleiner, erhéht man die Anzahl der Gitterpunkte, was auf ein numerisches Problem
hindeutet.

Das Problem liegt darin begriindet, dass der Flusskern ¢(z|zq) herangezogen wird, um
damit den Fluss von (2q — %,2q + %) nach (z — 22,2 + %) zu berechnen, wobei dz der

Abstand zwischen zwei Diskretisierungspunkten ist. Eigentlich miisste man

zq+ % =+

dzg, dz'v(2']2q) (C.1)
P 5z
Q™73 23

berechnen. Im feldfreien, homogenen Fall ist dies auch analytisch mdoglich, sonst hingegen
nur numerisch. Da eine numerische Integration effektiv eine Vervielfachung der Gitterpunkte
bedeutet, ist dies keine praktikable Idee. Die explizite Form im feldfreien homogenen Fall (die
hier nicht angegeben wird) zeigt aber, dass der Flusskern streng konvex ist und daher bislang
systematisch zu klein berechnet wurde, was effektiv einen Teilchen- und Flussverlust bedeutet.

Da die direkte Integration nicht weiterfithrend ist, muss die Integration anders abgeschétzt
werden, z. B. durch Mittelwertbildung der beiden Randpunkteﬂ Der Weg iiber Mittelwerte
fithrte allerdings nicht zum Erfolg. Verschiedene Arten der Mittelwertbildung (arithmetisches,
geometrisches und harmonisches Mittel) wurden mit verschiedenen Gewichtungen getestet, je-

doch erhielt man nie ein Ergebnis, das die Flusserhaltung gewahrleistet hat.

!Letztendlich wird eine konsequente Umsetzung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung benétigt.



ANHANG C. RECHNUNGEN ZUR NUMERISCHEN IMPLEMENTATION

Stattdessen flihrt eine Methode zum Ziel, bei der fir jeden Quellort der Flusskern fiir alle
Zielorte mit einem konstanten Faktor korrigiert wird. Diese Faktoren sollen als lokale Korrek-
turfaktoren bezeichnet werden; lokal deshalb, weil die Faktoren fiir jeden Quellort bestimmt
werden und nicht nur fir jedes Energieniveau.

Diese Methode funktioniert wie folgt. Fiir ein festes zq berechnet man den Anteil der
Dichte, die im System verbleibt. Dies geschieht auf zwei verschieden Arten: Zum einen iiber
die Flusskerne mit denen man numerisch rechnet:

N—

Sn(zq) = Y elzlzq); (C.2)

1=

=

zum anderen iiber den Fluss, da man weif3, dass alle Teilchen im System verbleiben, die nicht

bei 2z, oder 2z, aus dem System flielen:

i (za) = 1 = [0(20]2q)| — |@(z2]zq)]- (C.3)
Fordert man Gleichheit der beiden Werte, findet man den lokalen Korrekturfaktor

Yt (%q)
CKorr(ZQ) = ?T(ZZ) (C4)

und die korrigierten Flusskerne sind ¢korn (2]2q) = Ckorr - ¢(2|2q). Da die Matrixelemente linear
in ¢ sind, lassen sich alle Rechnungen auch mit den Matrixelementen durchfiithren. In allen
hier durchgefiihrten numerischen Rechnungen werden stets die korrigierten Matrixelemente
verwendet und auf den Index ,Korr” wird deshalb verzichtet.

C.2 Behebung der Singularitaten im Flusskern

Zur Berechnung der Flusskerne miissen Integrale der Form

Y= —;Z /dﬁ sin e~ 1A 1A (C.5)

gelost werden, wobei die Propagatoren bekanntlich die Formen

24 ...
AM= ZT .
ToVg COS ¥ (C.6)
; dz’
AME — / S .
J T&)u(2,9) 0

annehmen. Die Variable 2 kann entweder fiir z oder z; stehen, je nachdem, ob die Trajektorie
im Halbleiter oder im Metall endet. Die Ableitung —% wirkt deshalb entweder nur auf AM

oder A"V wirkt. Die Integration erfolgt, wie gewohnt, in den Grenzen, die die kritischen Winkel
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vorgeben. Zieht man die Ableitung ins Integral und fithrt sie aus, erhélt man entweder einen

Faktor

oder , je nachdem wo die Trajektorie endet. Dadurch divergiert
ToUp €OS U 7(2)v)(2,9)

der Integrand fiir ¥ — 7 bzw. ¥ — a4, was selbst bei sehr genauen Auflésungen zu grofien
Fehlern bei der numerischen Integration fiihrt, wenn in die Néhe des jeweiligen kritischen
Winkels die Integration durchgefiithrt wird. Daher muss die numerische Integration modifiziert

werden.

Fiir z im Metall, also fiir AM(2), ldsst sich die Divergenz beheben, indem man den Teil
des Integrals, der nach der Ableitung zur Divergenz fithrt, durch analytisch berechenbare

Gewichtsfaktoren w,, ersetzt. Man schreibt

0= _9 /dﬁ sin ge 1AM )] o~ AT ()
0z
(C.8)

N—-1
= 8 wn(z)e_lAHL(ﬁn”’

GE

n=0

wodurch man den Integrationsbereich in N gleich grofle Teilstiicke aufgeteilt hat, deren Mit-
Oorr — 10,
telpunkt je 9, ist. Die Randpunkte seien durch v; bezeichnet, sodass v, = AR TS A
Man driickt nun den Propagator im Metall durch den z-Propagator AM = AM . cos ¥ aus. Die

Gewichtsfaktoren sind dann durch

ow,,(z
W, () = -2 ()
Pj41
0 . |AY(2)]
=% 19/‘ dd sin? - exp <_(30819 (C.10)

A AM AM
Csm(d) (o IAYE) L 1AYE) o
ToUo cos 41 cos U,
gegeben. Die Gewichtsfaktoren W), gehen dann fiir ¥ — 7 gegen null, wodurch es zu keiner

Divergenz mehr kommt.

Fiir z im Halbleiter, also fiir A""(2), muss der Beitrag der anderen Exponentialfunktion
in Gewichtsfaktoren zerlegt werden. Hierzu ist es giinstig, zunéchst die Ableitung auszufithren,

wodurch man

p= / 0 sin g - 13O -1 SEUAT) (C.12)
T(2)v)(2,7)

erhalt und dafur dann

N—-1 HL
_IAM (9. _IAHL (4 9. Sgn(A )
o= S e st AT c1
n=0
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ansetzen kann, wobei die Winkeleinteilung wie im vorherigen Absatz erfolgt. Die Gewichte

sind durch
Jj+1 0
W, (2) = / &9 St (C.14)
3, \/v12 cos? ¥ — 2%(z — zq)

definiert, wobei der explizite Ausdruck fiir v (%) eingesetzt wurde. Dieses Integral lisst sich

analytisch 16sen und nach einer lingeren Rechnung erhélt man

1 9| + /cos?; — B
Wo(2) = 1o [ LcosVsl + V/eos” U, (C.15)
o |cos ;41| + \/cos?2 ;1 — B

mit B = -2%;(z — 2q). Der Logarithmus divergiert nur noch langsam fiir « — 0. Wiihlt

muq 2

man « -0z (mit der Diskretisierungsschrittweite §z) groff genug im Verhéltnis zur kinetischen

Energie %vlz, treten keine Probleme bei der numerischen Integration auf.
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