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Kapitel 1

Einleitung

In der herkémmlichen Quantenmechanik, wie man sie in den meisten Lehrbiichern
und Einfiihrungsvorlesungen findet, muss der Hamilton-Operator H, der die Dy-
namik des Systems bestimmt, hermitesch sein [, 2]. Dies verlangt man, damit
das Energiespektrum reell ist und die Theorie unitér ist. Dies bedeutet zum Bei-
spiel, dass die Norm zeitlich erhalten bleibt. Durch eine Arbeit von BENDER
und BOTTCHER [3] wurde gezeigt, dass diese rein mathematische Anforderung an
den Hamilton-Operator durch die physikalisch motiviertere Bedingung der P7T-
Symmetrie ersetzt werden kann. P7T-Symmetrie bedeutet, dass - kurz gesagt -
ein System nach rédumlicher Spiegelung und Zeitumkehr wieder auf sich selbst
abgebildet wird. Durch das Zulassen nicht-hermitescher, aber PT-symmetrischer
Hamilton-Operatoren erhalten wir eine Vielzahl neuer moglicher quantenmecha-
nischer Systeme, in denen génzlich neue Verhaltensweisen beobachtet werden kon-
nen. Dariiber hinaus zeigen P7T-symmetrische Systeme am sogenannten ,excep-
tional point” (siehe Abschnitt eine sehr hohe Empfindlichkeit bestimmten Pa-
rametern gegeniiber, weshalb solche Systeme sich fiir Sensoren gut eignen kénnten
[4), 15].

Es wird sich herausstellen, dass nicht jeder PT-symmetrische Hamilton-Operator
ein reelles Energiespektrum hat: Es gibt einen Parameterbereich, in dem alle Fi-
genwerte (EW) reell sind (,ungebrochene P7T-Symmetrie”) und einen Bereich, in
dem die EW komplex sind (,,gebrochene PT-Symmetrie”). Der Ubergang zwischen
diesen beiden Bereichen wird im Folgenden von besonderem Interesse sein.

Betrachtet man quantenmechanische Zustande von mehr als einem Teilchen (bzw.
Quantenobjekt), findet man ein Phdnomen, das klassisch nicht erklirt werden
kann, ndmlich das Phanomen der Verschrankung (engl: entanglement). Die Ver-
schrinkung von Zustidnden fithrt dazu, dass den einzelnen Quantenobjekte ohne
Messung keine klar definierten Figenschaften mehr zugeordnet werden kdénnen,
selbst wenn das Gesamtsystem diese Eigenschaften hat [6]. Die Eigenschaften
kénnen ihnen erst nach einer Messung zugeordnet werden. Verschrankte Zustan-
de sind keine Ausnahme, sondern treten sehr hiufig auf. Tatséchlich sind in der
Praxis nahezu alle Zustdnde verschrankt.

Verschrankungen stehen nicht nur mit unserer klassischen Vorstellung von
Physik im Widerspruch, sondern auch mit der Relativitdtstheorie stehen ver-
schrinkte Zustinde im Konflikt. Dies wurde zuerst von EINSTEIN, PODOLSKY
und ROSEN im berithmten EPR-Paradoxon [7] beschrieben. Untersucht wird hier-
bei die Auswirkung einer Messung an einem Objekt auf ein rédumlich entferntes
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anderes Objekt. Das EPR-Paradoxon ist kein rein theoretisches Problem, sondern
ist experimentell verifizierbar, was im Abschnitt beschrieben wird.

Optomechanische Systeme, in denen optische Felder mit mechanischen Objekten
wechselwirken, sind besonders geeignet, um diese Fragestellungen zu diskutieren.
Optomechanische Systeme lassen sich experimentell mit einer grofen Bandbreite
von Parametern bauen, auch Parametern, die zu P7 -Symmetrie fithren, wodurch
sie gut geeignet sind, um theoretische Vorhersagen zu iiberpriifen [8HI0]. Die-
se konnen auch makroskopisch sein, was einem die seltene Méglichkeit erdffnet
quantenmechanische Eigenschaften an makroskopischen Objekten zu beobachten
[L1].

Nachdem wir in Kapitel 2] PT-Symmetrie, Verschrinkung und EPR einfiihren,
sowie die Beschreibung optomechanischer Kavititen erortern, wenden wir diese
Kenntnisse auf zwei konkrete optomechanische Systeme in Kapitel [3] an. Hierbei
untersuchen wir Systeme, wie sie von Tchodimou et al. [9] und Xun et al. [II]
beschrieben wurden. Im Anschluss daran, fassen wir die Ergebnisse der Arbeit in
Kapitel ] zusammen und diskutieren die Ergebnisse.

6 Felix Willert



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Nicht-Hermitezitidt und P7-Symmetrie

2.1.1 Traditionelle Beschreibung der Quantenmechanik

In diesem Abschnitt soll eine kurze Zusammenfassung der traditionellen Beschrei-
bung der Quantenmechanik, wie sie mafgeblich von SCHRODINGER [12], HEISEN-
BERG [13] und vON NEUMANN [I] entwickelt wurde, sowie der ihr zugrundelie-
genden Axiome erfolgen. Im weiteren Verlauf soll dann erldutert werden, welches
Axiom wir &ndern kénnen, um eine grofere Klasse physikalischer Systeme quan-
tenmechanisch beschreiben zu kénnen, ohne wichtige physikalische Eigenschaften
zu verlieren.

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems durch den Vektor eines
Hilbert-Raumes beschrieben (geschrieben z. B. |¢)). Zu jedem Vektor gehort ein
dualer Vektor (1|, der im Wesentlichen der transponierte und komplex konjugier-
te urspriingliche Vektor ist. Hiermit lasst sich das Skalarprodukt zweier Vektoren
|1), |¢) formal schreiben als

(¥]d) = (9l¥) (2.1)

und wir verlangen als Normierung

(ly) =1. (2.2)

Jeder Vektor |1) ldsst sich nach einer beliebigen Basis {|n)} des Hilbert-Raumes
entwickeln:

) = enln); cn € C. (2.3)
Als weiteres mathematisches Objekt werden noch Operatoren (z.B. A) bendstigt.
Diese bilden einen jeden Vektor des Hilbert-Raumes auf einen anderen ab. Fiir
den zu A adjungierte Operator A gilt

(| Av) = (ATg|y), Vi, ¢. (2.4)

Operatoren, fiir die A = AT gilt, heifien hermitesch. Diese sind wichtig, wenn man
Messungen am Zustand beschreiben will. Jeder messbaren physikalischen Gréfe
(Observable) kann ein Operator zugeordnet werden. Wird nun am Zustand |¢)
eine Messung der Observablen A durchgefiihrt, dann besagt ein Axiom der Quan-
tenmechanik, dass [1) zu einem Eigenzustand von A wird und das Messergebnis
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der dazugehéorige Eigenwert istE]. Da Messergebnisse reell sein miissen, ist es sinn-
voll, als weiteres Axiom zu verlangen, dass alle Operatoren, die zu Observablen
gehoren, hermitesch sein miissen. Hermitesche Operatoren haben notwendigerwei-
se ein reelles EW-Spektrum.

Dies gilt dementsprechend auch fiir den Hamilton-Operator H, der als EW
die Eigenenergien des Systems hat und die Zeitentwicklung des Zustands nach
der Schrédinger-Gleichung

HIp(0) = — o o(0) (25)

bestimmt. Auferdem kann man den Zeitentwicklungsoperator U(t) definieren
durch

%) = U@)[¢(t = 0)). (2.6)

Fiir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren ist der Zeitentwicklungsoperator ge-
geben durch
U(t) = e tH? (2.7)

und ist unitdr. Das bedeutet, er erhilt die Norm des Zustandes. Dies ist physi-
kalisch bedeutsam, da eine Norménderung einen Gewinn oder Verlust an Materie
bzw. Energie bedeuten wiirde. Mit anderen Worten: Energie und Teilchenzahl
sind nicht mehr erhalten [14].

2.1.2 Nicht-hermitesche Operatoren

Lésst man nicht-hermitesche Operatoren als Hamilton-Operator zu, sind einege
physikalisch bedeutsame Eigenschaften nicht mehr gesichert: die Energie-EW miis-
sen nicht mehr reell sein, die Zeitentwicklung nicht mehr unitér, womit die Energie-
und Normerhaltung verletzt werden kann [I5]. Dies kann im Zuge der Wahrschein-
lichkeitsinterpretation der Wellenfunktion zu negativen Wahrscheinlichkeiten fiih-
ren, die unphysikalisch sind [16]. Auferdem sind die Eigenvektoren des Hamilton-
Operators nicht mehr orthogonal. Dies alles begriindet, dass man Bedingungen
an den Hamilton-Operator stellen muss, damit er trotz nicht-Hermitezitit reale
physikalische System beschreibt. Welche Bedingungen das sind, wird im nichsten
Abschnitt diskutiert.

2.1.3 Die Operatoren P und 7

Um die bereits erwihnte PT-Symmetrie zu verstehen, miissen wir uns mit dem
Paritétsoperator Pund dem Zeitumkehroperator 7 beschéftigen und deren Wir-
kung beschreiben.

Der Paritéitsoperator P  beschreibt eine Raumspiegelung am Koordinatenur-
sprung, bildet also die drei Raumkoordinaten folgendermaken ab: (x,y,z) —
(—x, —y, —z). Betrachten wir nun ein Teilchen mit Ortsoperator  und Impulsope-
rator p, sowie die imaginare Einheit ¢. Dann hat der Paritatsoperator die Wirkung
|16l 17]

(i,z,p) — (i,—x, —p). (2.8)

!Eigenzustinde sind Zustinde fiir die AlYn) = an|tn) gilt, wobei a, € R der dazugehorige
EW ist.

8 Felix Willert
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P ist also linear. Im Formalismus der zweiten Quantisierung und auch im folgen-
den verwendet man hiufig Erzeugungs- (a') und Vernichtungsoperatoren (a), die
mit dem Orts- und Impulsoperator im Zusammenhang stehen:

al o (—ip + cx) (2.9)
a x (ip + cx), (2.10)

wobei ¢ eine reelle Konstante ist. Wendet man P auf diese an, erhélt man

Pa’ o« ip — cx = —(—ip + cx) x —a' (2.11)
Pa o —ip —cx = —(ip + cx) x —a. (2.12)

Zusammengefasst ergibt das
P:al— —dl; a— —a (2.13)

Betrachtet man nun zwei Objekte (z1,p1) & (x2, p2) bzw. (ai,al) & (ag, ay) spie-
gelt P nicht nur die rdumlichen Koordinaten, sondern vertauscht auch die beiden
Objekte und ihre Wirkung [18]. Dies bedeutet fiir Ort und Impuls

P:x —X2; pP1 < —P2 (2.14)
und, nach analoger Rechnung zu oben,

P aJ{ “~ —ag; ay <> —as. (2.15)

Der Zeitumkehroperator 7 tauscht das Vorzeichen der Zeit t und zusitzlich
noch das Vorzeichen der imagindren Einheit ¢. Dies geschieht, damit die kanoni-
sche Vertauschungsrelation [x;, p;] = id;; erhalten bleibt. Somit wirkt 7 wie folgt:

T: (i,x,p) = (—i,z,—p). (2.16)

T ist also sesquilinear. Nach analogen Rechnungen wie beim Paritétsoperator er-
halten wir fiir ein System aus zwei Objekten die Beziehungen

T :i— —i; T1— X1; To — X, P1— —P1; P2 — —Po (2.17)

bzw. i — —i; al — al; al — al; a1~ ar; a1 a1 (2.18)

2.1.4 PT-Symmetrie

Um zu verstehen, was P7T-Symmetrie physikalisch bedeutet, lohnt es sich, ein
einfaches, klassisches Beispiel zu betrachten: Wie in Abb. dargestellt, wird
ein wirmeleitfahiger Stab an der linken Seite erhitzt und an der rechten Seite
gekiihlt. Links flielt also Energie in das System hinein und recht wieder heraus.
Wenden wir nun P an, werden Erhitzung und Abkiihlung vertauscht, die Energie
fliekt also von rechts nach links. Wenden wir anschliekend 7 an, lduft der Fluss
riickwérts ab, also wieder von links nach rechts wie im urspriinglichen System. Der
Energiefluss wird also durch Anwendung von PT auf sich selbst abgebildet. Der
Stab bzw. der Energiefluss ist demnach P7-symmetrisch, obgleich die Umgebung
es nicht ist: Es sieht so aus, als wiirde durch Abkiihlen Energie ins System gelangen
und durch Erhitzen dem System entzogen, was natiirlich unphysikalisch ist.

Felix Willert 9
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a
%

Abbildung 2.1: Ein einfaches Beispiel fiir ein klassisches P7T-symmetrisches Sy-
stem: Ein wirmeleitender Stab, der an einem Ende erhitzt und am anderen Ende
gekiihlt wird. Abbildung entnommen aus [15].

Damit dies wirklich symmetrisch ist, muss genau die Energie, die hinein fliefst,
auch wieder heraus fliellen. Dies sorgt, bei ausreichender Warmeleitfihigkeit des
Stabes, dafiir, dass ein stabiler Zustand erreicht wird und die Gesamtenergie im
Stab konstant bleibt.

Mathematisch betrachtet ist ein quantenmechanisches System P7T-symmetrisch,
wenn der Operator P7 mit dem Hamilton-Operator vertauscht: [H, PT] = OEI
Obwohl dies gilt, bedeutet das nicht, dass die beiden Operatoren ein gemeinsames
System von Eigenvektoren (EV) besitzen. Dies gilt lediglich fir lineare Opera-
toren, 7 und damit PT ist allerdings sesquilinear. Dies bedeutet, dass H und
PT gemeinsame EV nur dann besitzen, wenn H reelle EW hat, was allerdings
nicht immer der Fall ist. Der Bereich, wo H reelle EW hat, wird ,ungebroche-
nes PT-Symmetrie-Regime” (engl.: PT -unbroken) genannt. Hier haben H und
PT ein gemeinsames System von EV und die Zeitentwicklung der Zusténde ist
unitdr. Der Bereich, wo H komplexe EW hat, wird , gebrochenes PT-Symmetrie-
Regime” (engl.: PT-broken) genannt. Dort haben H und P7T unterschiedliche
EV und die Zustinde durchlaufen zeitlich ein exponentielles Anwachsen oder Ab-

klingen. Ein Beispiel fiir PT-symmetrische Hamilton-Operatoren ist der Operator
aus Abschnitt

2.2 Verschrankung

Der Zustandsraum eines Zwei-Teilchen-Systems kann als (direktes) Tensor-Produkt
zweier Unterrdume (1 und 2), die je einem Teilchen zugeordnet werden, mit ihrer
jeweiligen Basis ({|m)1} bzw. {|n)2}) aufgefasst werden. Ein Zustand schreibt sich
dann als

) = cmnlm)1|n)a, (2.19)

wobei ¢y, ein Matrixelement ist, das im Allgemeinen nur durch Messung an bei-
den Systemen bestimmt werden kann. Dies bedeutet, dass nur die Eigenschaf-
ten des Gesamtsystems bestimmt sind, nicht aber die Eigenschaften von Teil-
chen 1 oder Teilchen 2 [6], oder wie SCHRODINGER schrieb: ,Maximale Kennt-
nis von einem Gesamtsystem schliefst nicht notwendig maximale Kenntnis aller

2Man schreibt dann auch - in Anlehnung an H = H' fiir hermitesche Operatoren - H = H”7

10 Felix Willert



2.3. EPR-PARADOXON

Teilchen 1 Zerfall Teilchen 2

Abbildung 2.2: Durch einen Zerfallsprozess entstehen zwei Teilchen (1 & 2), die
sich voneinander entfernen.

seiner Teile ein” [19]. Wenn jedes Teilchen einen klar definierten Zustand besit-
zen soll, miissen wir verlangen, den Zustand folgendermafen schreiben zu kon-

| ) =D amlm)1 Y ba[n)a. (2.20)

Ein Vergleich von (2.19)) mit (2.20) liefert die Bedingung
Cmn = Qm - bna (221)

die Matrix faktorisiert also. Man spricht auch von einem separablen Zustand. Je-
der nicht separable Zustand heifst verschrankt.

Welche Folgen Verschriankung hat, lasst sich gut am Beispiel des aus der Atom-
physik bekannten Singulett-Zustandes erkennen. Der Singulett-Zustand wird von
zwei Elektronen (1 und 2) mit Spin % gebildet, die jeweils die Figenzustinde up

(| 1)) oder down (]| J)) besitzen, und sieht folgendermafen aus:

Ml B2 =Tl P2
- N .

Der Zustand faktorisiert offensichtlich nicht, ist also verschrinkt. Stellen wir uns
nun vor, wir fiithren eine Spin-Messung an Elektron 1 durch und erhalten das Er-
gebnis up, automatisch wissen wir dann, dass Elektron 2 im Zustand down sein
muss, auch ohne eine Messung an ihm durchzufithren. Eine Anderung am System
1, etwa durch Messung, fithrt immer auch zu einer Anderung von System 2 und
vice versa.

) (2.22)

2.3 EPR-Paradoxon

2.3.1 Beispiel

Im Beispiel im letzten Abschnitt haben wir keine Aussage dariiber getroffen, wo
die beiden Elektronen sich aufhalten. Betrachten wir nun den Fall, dass die bei-
den Elektronen durch den Zerfall eines Atoms im Singulett-Zustand entstanden
sind und sich aufgrund der Impulserhaltung voneinander entfernen (siehe Abb.
. Fiihren wir nun wieder eine Messung am Elektron 1 durch, beeinflussen wir
sofort den Zustand des Elektrons 2, egal wie weit sich die beiden Elektronen
voneinander entfernt haben. Wir haben also die Beeinflussung zweier raumartiger
Ereignisse (Projektion auf Eigenzustand von Elektron 1 und Projektion auf Eigen-
zustand von Elektron 2), was nach der speziellen Relativitidtstheorie verboten ist.ﬂ

8Man kénnte glauben, dass durch Messung an verschrinkten Zustinden iiberlichtschnel-
le Kommunikation moglich ist. Dies verbietet jedoch das No-Cloning- [20] und das No-
Communication-Theorem [21].

Felix Willert 11
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Man kénnte annehmen, dass der Zustand der beiden Elektronen bereits beim Zer-
fall festgelegt wird und nicht erst bei der Messung. Dass dem nicht so ist, kann
man sich klar machen, indem man ein leicht abgeéndertes Experiment betrach-
tet. Nun entstehen aus einem Zerfall nicht mehr Spin-verschrinkte Elektronen,
sondern Polarisation-verschrinkte Photonen, die zum gleichen Zeitpunkt auf Po-
larisationsfilter mit gleicher Orientierung « treffen. Wiirde die Polarisation der
Photonen bereits beim Zerfall bestimmt sein, wiirde der Polarisationsfilter je eine
neue Messung darstellen und die Photonen wiirden unabhéngig voneinander ab-
sorbiert werden oder durchfliegen (mit Wahrscheinlichkeit cos? o). In der Realitét
wird allerdings nie beobachtet, dass ein Photon absorbiert wird und das andere
nicht; stets passieren beide oder beide werden absorbiert. Dies bedeutet, dass erst
im Moment der Messung durch die Filter der Zustand beider Photonen gemeinsam
bestimmt wird.

2.3.2 Die Argumentation von 1935

Anmerkung zur Notation: Im folgenden Abschnitt ist es wichtig, zwischen dem Operator einer
Observablen, an dem Messungen durchgefiihrt werden, und den dazugehorigen Messergebnissen
streng zu unterscheiden. Daher werden - anders als im Rest des Textes - hier Operatoren mit

einem ,, ~ 7 gekennzeichnet.

Dieses paradoxe Verhalten wurde zuerst von ALBERT EINSTEIN, BORIS PODOLS-
KY und NATHAN ROSEN, kurz: EPR, im Jahr 1935 [7] beschrieben. Hierfiir for-
derten sie dreiﬁ Bedingungen [6] fiir eine akzeptable physikalische Theorie:

Realitdt: Wenn wir den Wert einer physikalischen Groke mit Sicherheit (al-
so Wahrscheinlichkeit 1) vorhersagen kénnen, ohne das System zu stéren, dann
existiert ein Element der (physikalischen) Realitit, das zur physikalischen Grofe
korrespondiert. Oder anders ausgedriickt: Eine Eigenschaft, die ein System unab-
héngig von einer Messung besitzt, ist Element der physikalischen Realitat.

Lokalitdt: Die Annahme der Lokalitét verbietet es einem System, ein raumartig
getrenntes System zu beeinflussen. Es soll also keine iiberlichtschnellen Fernwir-
kungen geben.[ﬂ

Vollstindigkeit: Damit eine Theorie vollstindig sein kann, muss es zu jedem
Element der physikalischen Realitdt ein Gegenstiick in der Theorie geben. Auf die
Quantenmechanik bezogen bedeutet dies, dass es keine anderen Variablen aufser
dem Zustand des Systems gibt, die die Messergebnisse bestimmen.

Dass diese drei Bedingungen nicht gleichzeitig von der Theorie der Quantenmecha-
nik erfiillt sein kénnen, demonstrierten EPR am Beispiel zweier sich entfernender,
verschrénkter Teilchen (wie in Abb. [2.2)) mit jeweils den nicht kommutierenden

“Die Bedingung der Lokalitit wird nicht explizit aufgefiihrt, aber implizit verwendet.
SEINSTEIN nannte dies ,spukhafte Fernwirkung"[22].

12 Felix Willert
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Observablen # und p. Der gemeinsame Zustand wird beschrieben durch die Wel-
lenfunktion in Ortsdarstellung

¢($1,x2) _ /eip(xl—mz—ro)dp (2.23)

mit einem reellen Parameter xg, der die rdumliche Trennung der beiden Systeme
impliziert.

Messen wir nun den Ort am System 2 durch &2 mit Ergebnis x5, dann kénnen
wir das Ergebnis der Messung #; am System 1 sicher (aufgrund der Verschran-
kung) und ohne Stérung des Systems (aufgrund der rdumlichen Trennung und der
Lokalitat) vorhersagen zu x1 = x2 + xo. Somit existiert ein Element der physi-
kalischen Realitét, 47, das die Werte {z2} annehmen kann, das das Ergebnis der
Messung 21 mit Sicherheit vorhersagt. Die Fahigkeit von System 2, das System 1
7u beeinflussen, wird auch als EPR-steering bezeichnet ]

Dariiber hinaus kénnen wir die Messung po mit Resultat ps durchfithren und
erhalten nach analoger Argumentation ein Element der physikalischen Realitét
von System 1 (i), das das Ergebnis der Messung p; mit Sicherheit und ohne
Storung des Systems 1 zu p; = —psy voraussagt.

Wir erhalten also zwei Elemente der physikalischen Realitét von 1, die die Mess-
ergebnisse z1 und p; mit Sicherheit bestimmen [23]. Dies ist allerdings im offen-
sichtlichen Widerspruch zur Heisenbergschen Unschérferelation

AzAp > —. (2.24)

1
2
Aus diesem Widerspruch folgerten EPR, dass, wenn man die Annahmen der Lo-
kalitdt und der Realitdt (lokaler Realismus) voraussetzt, die Quantenmechanik
nicht vollstdndig sein kann; es also weitere, sogenannte versteckte Variablen ge-
ben muss, die die Ergebnisse einer quantenmechanischen Messung bestimmen und
das System beschreiben. Dass derartige lokale versteckte Variablen nicht existie-
ren, wurde allerdings im Jahr 1965 von BELL mit seiner beriihmten Bellschen
Ungleichung gezeigt [24].

Die gesamte Argumentation funktioniert aufgrund der Symmetrie der Wellen-
funktion natiirlich auch andersherum, d. h. es ist mdglich, durch Messungen am
System 1 die physikalische Realitdt von System 2 festzulegen. Es gibt allerdings
auch Zusténde, in denen EPR-steering nur in eine Richtung mdglich ist [25].

2.4 Verschrankungskriterien

2.4.1 Inseparabilititskriterium

Um Verschrinkung nicht nur als mathematische Eigenschaft des Zustandsvektors
zu betrachten, wollen wir Verschriankungen auch durch Messungen nachweisen.
Dies gelingt mittels eines Kriteriums, das fiir die Varianz bestimmter Operatoren
eine Grenze fiir separable Zusténde festlegt [26]. Dieses Inseparabilitétskriterium
soll nun vorgestellt werden.

SWir sehen, dass EPR-steering nur auftreten kann, wenn Verschrinkung vorliegt. Man kann
EPR-steering daher als Spezialfall von Verschrédnkung betrachten.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Wir betrachten einen separablen Zustand der Form
) =D wlel) @ |ph) (2.25)
i

mit w’ € R und >, w’ = 1. Motiviert durch Abschnitt betrachten wir die
beiden Operatoren

1
u = |a|lx; + —x2
i‘ (2.26)
v =alp1 — apg; a R\ {0}

und betrachten deren Gesamtvarianz unter Ausnutzung der, fiir separable Zustén-
de moglichen, Zerlegung (2.25)). Hierbei bedeutet (...); den Mittelwert iiber den
Zustand |¢]) ® ¢4 und (...) die Mittelwertbildung iiber den Gesamtzustand |);
die Varianz einer Grofke @ ist definiert durch

A*Q = (Q%) - (@)% (2.27)

Damit kénnen wir nun direkt die Summe der Varianzen der beiden Operatoren
aus ([2.26]) gemittelt {iber den gesamten Zustand berechnen:

(A%u) +(A%) =3 o’ ((u?); + (v7),) = (w)* + (v)°

, 1 1
=St (), o (), (), 2 02,

7
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2.4. VERSCHRANKUNGSKRITERIEN

Nun wollen wir die Varianzen der Orts- und Impulsoperatoren (fiir die wir Kom-
mutator und Unschérferelationen kennen) in die Gleichung mittels (2.27) integrie-
ren und erhalten

(M%) + (M%) =Y (a2 [(A20), + (@)?] + % [(A%5), + (22)?]

i

a? [<A2p1>i + <p1>22} + % [<A2p2>z’ T <p2>ﬂ>

+2|a| (Zw (x1); (z2); Zw (p1); (p2) )
— (W - ()?
—Zw ( <A2£L'1 +7<A2m2> + a? <A2p1> +i< 2p2>i>

3w (o) oy e a2 ) ),

= Z w' <a2 <A2x1>i + % <A2$2>Z’ +a? <A2p1>i + % <A2p2>i>
2 2
T Zwi <u>2 . <Z W <Uz>> + Zwi (v>2 _ (Z w' <U1>> .

(2.29)

Wenden wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf die letzte Zeile von (2.29)
an, sehen wir, dass diese stets grofier ist als null. Die vorletzte Zeile ist aufgrund
von Z w' und der Unschirferelation A%z; + A?py > | [z, pg] | von unten durch
a? + 7 beschrinkt. Daher gilt fiir separable Zustdnde notwendigerweise

(A%u) + (A%v) > <a2 + a12> [z, pr]| (2.30)

und daraus folgend im Umbkehrschluss die hinreichende Bedingung fiir Verschrin-
kung:

(A2u) + (A%) < (a2 + a12> [z, | (2.31)

mit Operatoren wie in (2.26)) definiert.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.4.2 EPR-Steering-Kriterium

Notation wie in[2.3.2.

In der Praxis ist es nicht moglich, einen Zustand mit solch perfekten Korrela-
tionen wie in zu erzeugen, deshalb ist es notwendig, eine probabilistische
Erweiterung des EPR-Arguments vorzunehmen, um EPR-steering experimentell
nachzuweisen.

Hierzu betrachten wir ein System mit zwei lokalisierten, getrennten Subsyste-
men (1 und 2), in denen jeweils Messungen an den nicht-kommutierenden Ope-
ratoren Z und p durchgefiihrt werden kénnen. Wir versuchen nun aufgrund einer
Messung &3 in System 2 mit Ergebnis x9 das Ergebnis der Messung #; in System 1
zu schiitzen. Diese Vorhersage (engl.: inferrence) wird beschrieben durch o™ (z5).
Betrachten wir nun den mittleren Fehler (root mean square) dieser Vorhersage :

2

A?nfx]_ = /dxl /da:z P(xy1,x9) (a:l — xilnf(xg)) (2.32)

mit der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z1, z2) fiir die Messergeb-
nisse 1 und z2. Um diesen Fehler zu minimieren, betrachten wir die Abweichung
fiir ein festes Ergebnis x5 und die dazugehorige bedingte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P(z1|x2):

A2 (1]s) = /dzlp(xl\xz) (o)) .

Wir erkennen, dass dieser Fehler minimal wird, wenn er genau der Varianz A?(z1|z2)
von P(x1|z2) entspricht, also gilt

inf(19) = (w1 |22). (2.34)

T

Damit kennen wir nun den minimalen Fehler der Vorhersage und definieren
A?nfazl‘min = /dxz P(29) A% (2 |2) =: Vlm\Q (2.35)
und analog den minimalen Fehler der Vorhersage fiir py

B2ty = [ b2 P2 A rlp) = V] (2:36)

Um der Argumentation von EPR aus weiter zu folgen, brauchen wir eine
Erweiterung der Definition der physikalischen Realitit: Es existiert zwar weiterhin
ein Element der physikalischen Realitdt p7 im System 1, dessen Wert festgelegt
wird durch Messung an Z9; hiermit wird allerdings kein Ergebnis einer Messung
mit Sicherheit bestimmt, sondern lediglich eine Wahrscheinlichkeitsaussage ge-
troffen.

Sicher vorhergesagt wird lediglich die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z1|z2).
Diese ldsst sich aber nicht mit einer einzelnen Messung bestimmen, stattdessen
werden - in der Theorie - unendlich viele Messungen benétigt, wodurch das System
natiirlich gestort wird. Wir miissen also wiederholte Messungen in den Systemen
1 und 2 zulassen.
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2.5. OPTOMECHANIK

Damit kénnen wir die Argumentation von EPR aus [2.3.2] fortsetzen: Wir erhalten
also durch Messung an 2 zwei Elemente der physikalischen Realitit pf und uf,
deren angenommene Werte den Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(uf) und P(uf)
gehorchen. Diese Werte bestimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(z1|uf)
und P(p1|p}) mit den jeweiligen Varianzen A?(z1|u?) und A% (py|ud).

Da dieses System (der physikalischen Realitdt) durch die Quantentheorie be-
schrieben werden soll, haben diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen die gleichen
Eigenschaften wie die quantenmechanischen Verteilungen (Annahme der Vollstén-
digkeit der Quantentheorie). Dies gilt z. B. auch fiir die Heisenbergsche Unschér-
ferelation:

1 1
AzAp > o = Alzalp]) Ap i) = 5. (2.37)
Die messbaren Vorhersage-Varianzen sind demnach
Vi = [ dut P @li) (2.38)
wnd Vi, = [ e POE)A ). (2.39)
Daraus folgt mit (2.37), (2.35) und (2.36))
Aintr1Aintp1 ZvﬁgvﬁQ 240)
= (A% (21| ) ) (A% (p1 |1h)) (2.41)
" 1
> [A@ ) A ) > 3 (2.42)
CS-Ungl. HUR

Dementsprechend wird ein EPR-~Paradoxon, also eine Unvertréglichleit der lokalen
Realitdt mit der Vollstandigkeit der Quantentheorie (,,2 steert 17), beobachtet,
wenn

1
Aintr1 Aingp1 < 7 (2.43)

Die Umkehrung gilt nicht! Auch hier gilt wieder, wie beim urspriinglichen EPR-
Paradoxon, dass man durch Vertauschen der Systeme ein weiteres Kriterium fiir
ein Paradoxon erhilt, die nicht beide gleichzeitig erfiillt sein miissen.

2.5 Optomechanik

2.5.1 Optomechanische Kavititen

Optomechanische Kavitidten bestehen aus mechanischen Elementen (Oszillato-
ren) und optischen Feldern (Photonen), die miteinander wechselwirken. Solche
Aufbauten sind physikalisch auf verschiedene Weise realisierbar. Um die grund-
legende Physik solcher Kavitdten zu verstehen, geniigt es, ein einfaches Beispiel
zu betrachten: Fabry-Perot-Interferometer mit beweglichen Spiegeln bestehen aus
zwei parallelen (hochreflektierenden) Spiegeln. Ein optisches Feld, das zwischen
den Spiegeln eingefangen wird, zeigt Resonanzen bei bestimmten Frequenzen in
Abhéngigkeit von der Resonanzlinge, also dem Abstand der Spiegel.

Machen wir nun einen der beiden Spiegel beweglich, sodass er oszillieren kann,
dndert sich die Resonanzfrequenz in Abhangigkeit von der Spiegelposition. Das
optische Feld wiederum iibt einen Strahlungsdruck auf den Spiegel aus und treibt
den Spiegel somit an. Dies wird als optomechanische Wechselwirkung bezeichnet

(siehe Abschnitt 2.5.2]) [27].
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.5.2 Hamilton-Operatoren optomechanischer Elemente
Optisches Feld und mechanischer Oszillator

Zunachst betrachten wir ein optisches Feld in einer Kavitdt und einen mecha-
nischen (harmonischen) Oszillator ohne Wechselwirkung. Konzentriert man sich
auf eine Resonanzfrequenz, lasst sich das optische Feld in der 2. Quantisierung
mittels Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Heisenberg-Bild genauso be-
schreiben wie der mechanische Oszillator.

Das optische Feld habe die Resonanzfrequenz w, und wird beschrieben durch den
Erzeugungsoperator a' und den Vernichtungsoperator a. Der mechanische Oszil-
lator habe die Resonanzfrequenz wy,, sowie die Operatoren b und b. Dann ist der
Hamilton-Operator

Hy = wea'a + wyb'd. (2.44)

Optomechanische Wechselwirkung

Wie bereits gesagt, dndert sich die Resonanzfrequenz der Kavitét mit der Linge
der Kavitdat. Fassen wir nun also die Resonanzfrequenz als Funktion des Ortes
x des beweglichen Spiegels auf und entwickeln diese bis zur linearen Ordnung,
erhalten wir

w(z) :wc—l—gi—i—... (2.45)

und definieren nun G = —g—‘;. Setzen wir 1' nun in 1' fiir w. ein, sehen

wir, dass wir den Teil des Hamilton-Operators, der die optomechanische Wechsel-
wirkung beschreibt, mit
How = —Gz(ata) (2.46)

identifizieren kénnen [28]. Beachten wir nun noch, dass der Ortsoperator aus
Erzeugungs- und Vernichtungsoperator gebildet werden kann nach

z oc (b1 +b), (2.47)

erhalten wir den (linearsierten) optomechanischen Hamilton-Operator aus (2.46))

und (2.47) zu

Hom = —g(b' + b)ala, (2.48)

wobei die optomechanische Kopplungsstirke g durch den experimentellen Aufbau
bestimmt wird [27].
Externes Feld und Wechselwirkungsbild

Haufig ist es von Interesse, die Wechselwirkung mit einem externen elektroma-
gnetischen Feld zu betrachten, zum Beispiel mit dem eines Lasers mit Frequenz
wr,. Der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator ist dann [§]

Hgelq = lﬁE(t) (efithaT _ eitha> : (2.49)

wobei E(t) die zeitabhéngige Amplitude des elektrischen Feldes und v die Verlu-
strate der Kavitat ist.
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2.5. OPTOMECHANIK

Es ist sinnvoll und {iblich nun in ein Wechselwirkungs-Bild zu wechseln, das mit
wr, rotiert. Die Operatoren transformieren sich dann nach

—iwrt

a— e a

al — el

Dies entspricht einer unitéren Transformation mit U = exp(iwpalat), die den
bisherigen Hamilton-Operator Hgg wie folgt transformiert:

ou
H =UHgqU" — VTR (2.50)

Dies fiihrt zum einen dazu, dass (2.49) sich nun schreibt als [29]

Hpelq = iv/7E(t)(al — a) (2.51)

zum anderen, dass in (2.44) w. — —A transformiert werden muss, mit A =
wr, — we. Auberdem #dndert sich der Zahlenwert von g, was aber hier nicht weiter
von Interesse ist.

Kopplung zweier Kavititen

Grundsétzlich gibt es zwel Moglichkeiten, optomechanische Kavitdten miteinan-
der zu koppeln: Die mechanischen Oszillatoren kénnen miteinander gekoppelt wer-
den oder die optischen Felder koppeln unter Ausnutzung des Tunneleffekts. Da
wir beide Varianten nur getrennt voneinander betrachten werden, kénnen wir fiir
beide den gleichen Parameter J als Kopplungsstéirke definieren. Fiir zwei Kavita-
ten mit Operatoren aj,... bzw. ag,... ist der Hamilton-Operator dann gegeben
als [28]

Hewop = J(alag + alar) | baw. | Heoup = J(blby + bib1) | (2.52)
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Kapitel 3

Dynamik optomechanischer
Systeme und P7T-Symmetrie

3.1 Systeme und Bewegungsgleichungen

3.1.1 Untersuchte Systeme

Untersucht werden im weiteren Verlauf der Arbeit zwei konkrete optomechanische
Systeme - eins optisch gekoppelt, das andere mechanisch gekoppelt.

System A (siche Abb. besteht aus zwei Kavitaten, die optisch miteinander
gekoppelt sind. Die linke Kavitdt hat einen Verlust mit Verlustrate v, wiahrend
die rechte Kavitdt einen Gewinn mit der Rate x hat, also Energie ins System
aufnimmt. In beiden Kavititen ist zusitzlich noch eine mechanische Mode ein-
gekoppelt, die geddmpft wird mit ~y,. Die weiteren Parameter und Operatoren
wurden bereits erklért und kénnen der Abbildung entnommen werden.

Der Hamilton-Operator dieses Systems ist

Hpy = —A(a{al + agag) + wm(bibl + b;bg)

(3.1)
— g(bJ{ + bl)aJ{al — g(b% + bg)agag + J(aJ{aQ + a;al).

Ym ¥m
aI I] ‘ ' ’ [I aI
=) T
b1, Wm v b2, Wm

Abbildung 3.1: Das System A, bestehend aus zwei Kavitéiten, eine mit Gewinn,
eine mit Verlust. In beiden Kavitéten ist noch je eine mechanische Mode mit ein-
gekoppelt, ebenfalls mit Verlust. Die optischen Felder sind miteinander gekoppelt.



KAPITEL 3. DYNAMIK OPTOMECHANISCHER SYSTEME UND
PT-SYMMETRIE

Ql, E1 QZ: E2

bl; wm bz; mm Y

Abbildung 3.2: Das System B, bestehend aus zwei Kavitéiten, die je eine mecha-
nische Mode tragen und durch einen Laser getrieben werden kénnen. Die beiden
mechanischen Moden sind miteinander gekoppelt.

System B (sieche Abb. besteht aus zwei Kavitdten mit je zwei mechani-
schen Oszillatoren, die miteinander gekoppelt sind. Beide mechanische Moden
haben zunichst dieselbe Dampfung vy, die dann aber durch die optomechanische
Wechselwirkung moduliert wird, siehe Abschnitt [3.4] Die optischen Moden haben
jeweils die Verlustraten 7. Zusdtzlich werden beide Kavitéten noch durch einen
stimmbaren Laser getrieben.

Der Hamilton-Operator des Systems lautet

Hp = Z (—Aiagai + wmbjbi + i\ﬁE(t)(aZT — ai))
i=1,2 (3.2)

- g(b} + bl)agal - g(b; + bz)a;ag + J(b];bg + b;bl),
wobei A; = Q; — w, gilt.

Die Beschreibung beider Systeme mittels Hamilton-Operatoren ist noch wie ge-
wohnt, d.h. der Hamilton-Operator ist hermitesch. Dies liegt daran, dass Gewinn
und Verlust noch nicht im Hamilton-Operator enthalten sind. Wie sie in den
Hamilton-Operator integriert werden kénnen und welche Bedingungen sie erfiil-
len miissen, damit PT-Symmetrie vorliegt, wird in Abschnitt [3.1.2] erldutert.

3.1.2 Bewegungsgleichungen

Die Zeitentwicklungen der einzelnen Operatoren lassen sich mittels der Heisen-
bergschen Bewegungsgleichung bestimmen. Diese lautet fiir einen allgemeinen
Operator @ und den zum System gehorigen Hamilton-Operator H

Q =ilH, Q] (3-3)
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Hinzu kommen noch Terme, die Gewinn und Verlust (in blau dargestellt), sowie
Storungen durch das Vakuum-Rauschen ( ) beriicksichtigen. Die vollstéindigen
Bewegungsgleichung lauten dann fiir System A

a1 = iAa; —iJas + Zg(bJ{ + bl)al —%al , (3.4)
. . ) K

do = iAas — iJas + zg(bg + ba)as —|—§a2 , (3.5)

bi = —iwmb; + igala; J%“bi : i=1,2 (3.6)

und fiir das System B

a; = (2A++Zg(bT+b) *5) a; +VVE(®); =12, (3.7)
b.1 = (—iwm —z%) b1 + z'gaJ{al — ing s (38)
b.2 = ( W —Zh) by + Zga;az —iJby ) (3-9)

wobei ailn, usw. die Operatoren sind, die das Vakuum-Rauschen beschreiben.
Bei der Berechnung der Kommutatoren nach (3.3) hat man [a;,a;] = id;; und
la;, a;] = 0 verwendet.

Kennt man nun diese Bewegungsgleichungen inklusive der Terme fiir Gewinn und
Verlust, lasst sich der dazugehorige effektive Hamilton-Operator Heg konstruie-
ren. Vernachlissigt man zunéchst das Rauschen, ergibt sich fiir System A:

Hega = <7A - z%) aJ{al + <7A + zg) a;ag + (wm - z—) (bTbl + bTbg)

- g(bJ{ + bl)aial - g(bg + bg)azag + J(alag + agal).
(3.10)

Dieser Hamilton-Operator ist offensichtlich nicht mehr hermitesch. Wann er nun

PT-symmetrisch ist, 1asst sich iiberpriifen, indem man HZ%TA berechnet [17]:

eff A =PTHeg APT

= <—A + 25) aJ{al + (—A - z%) agag + (wm + z—) (bTbl + bTbg) + i /VE(t)

+ g(b]; + bl)aJ{al + g(bg + bQ)(I;CLQ + J(aJ{ag + agal).
(3.11)

Ein Vergleich von (3.10) mit (3.11]) liefert dann folgende Bedingungen fiir P7T-

Symmetrie:

e v = k - In das System muss gleich viel Energie hinein fliefen, wie auch
wieder heraus fliefit (Gewinn-Verlust-Balance, engl.: gain-loss-balance).

e g =0; 7y = 0 - Die mechanischen Oszillatoren miissen verlustfrei sein und
die optomechanische Wechselwirkung komplett unterdriickt werden.

e Beide optische Moden die gleich Frequenz w, haben, was wir von Anfang an
vorausgesetzt hatten.
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KAPITEL 3. DYNAMIK OPTOMECHANISCHER SYSTEME UND
PT-SYMMETRIE

20 gebrochene

PT-Symmetrie
2.5

s

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
J

Abbildung 3.3: PT-Regime in Abhingigkeit der Parameter v, x und J

Trotz dieser Einschrinkungen ist es iiblich, auch Systeme mit optomechanischer
Wechselwirkung und mechanischen Verlusten als P7T-symmetrische Systeme zu
betrachten. Dies lasst sich dadurch rechtfertigen, dass in der Praxis in der Regel
g < wm,we und 1y < v,k gilt [9]. Auch Systeme mit verschieden Kavitéts-
frequenzen [30] werden als PT-symmetrisch bezeichnet, da dies die Zeitentwick-
lung weiterhin unitér beldsst (ohne Gewinn und Verlust wéren solche Hamilton-
Operatoren hermitesch).

Auch fiir System B liefe sich ein effektiver Hamilton-Operator konstruieren. Die-
ser ware allerdings nicht P7-symmetrisch, es sei denn, man wiirde alle Verluste
ignorieren. PT-Symmetrie kommt erst zustande, wenn man Gewinn und Verlust
implementiert, was in Abschnitt [3.4] geschehen soll.

3.2 PT-Symmetrie-Regime und exceptional points

Um Aussagen iiber die P7-Symmetrie-Regime zu treffen und zu bestimmen, wo
der Ubergang vom ungebrochenen P7-Symmetrie-Regime zum gebrochenen P7 -
Symmetrie-Regime erfolgt, ist es also sinnvoll, ein rein optisches System zu be-
trachten, in diesem Fall System A ohne mechanische Moden und Rauschen, aber
mit Kopplung und Gewinn und Verlust. Hierzu schreiben wir die verbleibenden
Terme aus und in Form der Matrix-Gleichung

ar\ _ . (—A+if J ay
(aé) - ( J —A—i%> '(@) (3.12)

>
Hopt

und berechnen die EW des effektiven Hamilton-Operators Hop:

det (Hopt —wl) = 0. (3.13)
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Diese EW sind die Eigenfrequenzen der Moden in den gekoppelten Kavitéiten und
werden haufig Supermoden genannt [31]. Die Eigenfrequenzen lauten

_ 2
P N Sl Y (O G i) (3.14)
16
und sind rein reell, wenn v = kK, sowie
(4)? = (v + r)? (3.15)

gilt. Diese Bedingungen wurden auch experimentell bestatigt [32]. Wir erhalten al-
so eine zweite Bedingung fiir reelle EW| die uns das ungebrochene P7-Symmetrie-
Regime definiert. Da alle Parameter reell und positiv sind, vereinfacht sich die
Bedingung zu 4J > v+ k. Die klassische Vorstellung, die diese Bedingung erklart,
ist, dass die Kopplung zwischen den Kavitidten stark genug sein muss, damit die
gewonnene Energie der Gewinn-Kavitét hinreichend schnell in die Verlust-Kavitat
flieken kann [16].

Der Ubergang vom ungebrochenen P7-Symmetrie-Regime zum gebrochenen P7 -
Symmetrie-Regime erfolgt bei fixen v, x am Punkt J = % (s. Abb. . Dieser
Punkt wird als exceptional point (EP) bezeichnet. An diesem Punkt fallen sowohl
Real- als auch Imaginarteil der beiden Eigenfrequenzen (vgl. Abb zusam-
men. Anders als bei gew6hnlichen entarteten Eigenwerten, wo zu dem entarteten
EW ein zweidimensionaler Eigenraum gehort, fallen hier auch die Eigenvektoren
zusammen. Diese lauten

] i’yl_’i:l: /JQ_(’YT(I;V

os) = 2 (3.16)

1

und ,verschmelzen” offensichtlich am EP. Genaueres zum Verhalten der Eigenvek-
toren, zum allgemeinen Fall komplexer Parameter und zu EPs héherer Ordnung,
also EPs, bei denen mehr als zwei Eigenwerte und Eigenvektoren zusammenfallen,
findet sich in Anhang

3.3 Lineare Stabilitadtsanalyse von stationiaren Zustan-
den

Es ist immer moglich, Heisenberg-Operatoren als einen zeitlich konstanten Ope-
rator plus eine Fluktuation mit zeitlichem Mittelwert null zu schreiben [§]. Hierzu
schreiben wir unsere Operatoren als

a; = o; + 0a; (317)
b; = B; + db;; 1 =1,2. (318)
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Abbildung 3.4: Dargestellt sind der Real- und der Imaginérteil der Eigenfrequen-
zen (3.14). Man erkennt das typische Wurzelverhalten der EW am EP [33].

Die zeitlich konstanten Operatoren fiithren auf stationédre Zustande (steady states)
und erfiillen nach (3.4]) bis (3.6) die Bedingungen

[i {A+g(B:+ B} — %] a1 —iJas =0 (3.19)

[ (A +g(85 + Ba)} + g] s —iJay =0 (3.20)

- [iwm + %‘“} B +iGlag]? = 0, (3.21)
T GVZ_

womit wiederum aus (3.4) bis (3.6) Bewegungsgleichungen fiir die Fluktuations-
operatoren folgen, die unter Ausnutzung der Bedingung a1, ag > 1 linear werden.
Diese lauten ohne Rauschen

b1 = (I8 - %) Say — iJdas + iG18b] + iG1ob] + ig (5a10b] + 6ardb) (3.22)

Q" —0
ay
Say = (z'ZQ + g) Say — iJ8ay + iGadbl + iG30bh + ig (5azdbl + dazdby) (3.23)
— -0
Qa,
8b; = —Qumdb; + iGEoa; + iGidal +igdalda;; i=1,2, (3.24)
——

—0
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wobei A; = A + 2gRe(;), die durch die optomechanische Wechselwirkung ver-
schobene Frequenz des Operators a; ist. Wir definieren nun die Vektoren

daq V7 5a11nT
dal Vsl
day \/EMIQHT
B 5@5 | Vrda®
= 5by z= b (3.25)
sal /Amob
by V/mobY!
o0} N
damit wir die Gleichungen ({3.22)) bis (3.24) kompakt mit Rauschen als
f=J-f+z (3.26)

schreiben kénnen. J ist hierbei die Jacobi-Matrix, die nach (3.22) bis (3.24]) ge-

geben ist als

Q 0 —iJ 0 i@ G 0 0
0 Q. 0 i —iG —iGi 0 0
70 Q, 0 0 0 G5 G
o w0 @, 0 0 il —iGy
T=lic: ica 0o 0 —m 0 0 0 (3.27)
LG, G700 0 -t 0 0
0 0 G5 G 0 0 —Qn 0
0 0 —iGs —iG3 0 0 0 —Of

Eine Stabilitédtsanalyse beruht auf den Eigenwerten der Jacobi-Matrix J. Damit
das System sich auf einen fixen Punkt zu bewegt, miissen alle EW der Jacobi-
Matrix einen negativen Realteil haben [9] [34].

Solch eine Stabilitatsanalyse wurde bereits in Ref. [9] an einem &hnlichen Sy-
stem durchgefiihrt, weshalb hier nur die wichtigsten Ergebnisse dieser aufwendigen
numerischen Rechnung angegeben werden. Detaillierte grafische Darstellungen fin-
den sich dort.

Die beiden Hauptergebnisse der Analyse sind:

1. Das System ist stabil im ungebrochenen PT-Symmetrie-Regime und im ge-
brochenen PT-Symmetrie-Regime, wenn Gewinn-Verlust-Balance herrscht
und die Kopplung J sehr grofs ist, also in der Nédhe des EP.

2. Im gebrochenen PT-Symmetrie-Regime kann Stabilitdt erreicht werden,
wenn Kk < « gilt, d.h. es flieft deutlich mehr Energie aus dem System
heraus als hinein. Das System ist dann aber stark gedampft.

Stabile stationdre Zustinde, an denen Messungen iiber einen lingeren Zeitraum
durchgefiihrt werden kénnen, entstehen also hauptséichlich im ungebrochene PT -
Symmetrie-Regime und in der Nihe des EP. Es gilt allerdings zu beachten, dass
in unmittelbarer Umgebung des EP durch das thermische Rauschen das System
instabil wird aufgrund einer hohen Empfindlichkeit gegeniiber einer Variation der
Parameter. (s. Anhang[A]) [35].
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3.4 Erzeugung von Gewinn und Verlust

3.4.1 Mechanischer Gewinn und Verlust

Um Gewinn und Verlust bei den mechanischen Oszillatoren von System B zu
erzeugen, entwickeln wir die Bewegungsgleichungen bis um stationdre
Zusténde (siche Abschnitt [3.3). Zusitzlich nehmen wir eine starke, zeitlich kon-
stante Laseramplitude E an. Unter Verwendung der in und defi-
nierten Operatoren und der Annahme v < E [II] erhalten wir die linearisierten
Gleichungen

Sa; = (i& _ %) Sa; + iGy(8b" + ab), (3.28)
by = — (ioom + %‘“) §by + iG*day + iG1al — iJdbs, (3.29)
by = — (iwm + %‘“) Sb + iG0as + iGadal — i.Jdby, (3.30)

mit den bereits definierten Gréfen A; = A; + gRe(3;) und G; = ga;. Um die
Rechnung zu ermdglichen, fiihren wir den Ortsoperator g = 661- + 0b; und den Im-

pulsoperator p = i(ébg—ébi) ein und erhalten die zu 1) und 1} dquivalenten
Gleichungen

P1 = —wnmq1 + Jg2 + Gf&n + Gléa]; - ’77mp1’ (332)
po = —wmqz + Jq1 + G50as + GQ(;CL; - 7?mm- (3.33)

Wir wéhlen jetzt die Verstimmung des Lasers so, dass er, wie sich zeigen wird,
Resonanz mit der mechanischen Mode erzeugt:

Zl = +Wm,
Ay = —wp.
Um die Kavitdtsmoden adiabatisch (v > G;) zu eliminieren, fiihrt man die Am-
plitudenfunktionen
5&1 = (5@16<7iwm+%)t,
(/5\6-1/2 = 5a2€(iwm+%)t,

(fbi = (5bi€iwmt

ein und multipliziert 1' mit e(~Wmt ) by, ellwmt3)t ypq integriert iiber die
Zeit t. Man erhalt:

/ (5&1 - (iwm - %) 5a1) e(—iwm+3)tqs — /%1dt

da; = /’iGl ((%J{ + (%16_2iwmt) e%tdt,

/ (5&2 - <—iwm - %) 5a2> eliwn+3)tqy — /S\C:th

(5&2 = /'LGQ (ﬁ);eﬂwmt + (%2) G%tdt.

(3.34)

(3.35)
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3.4. ERZEUGUNG VON GEWINN UND VERLUST

Unter der adiabatischen Eliminationsbedingung v > G; wird die Zeitentwicklung
der Kavitdtsmoden dominiert durch des externe Feld (stationédre Losung) und
den Verlust 7. Setzt man noch v > k voraus, erfolgt die Zeitentwicklung von
8b; sehr viel langsamer als die von da; und kann fiir die Integration als konstant
angenommen werden. Die Integrale haben damit die Lésung

. 2iG1 ~ 2% - .
day = ( iGh 561 + 715,1 56162“’Jmt> e%t,
v

Y — AWm
=~ QiGQ ~1 Qiwmt 2iG2~ Ty
das = <’y+4iwm6b2e + 5 0by | €2’
woraus folgt
24 2
bay = 2} ¢ 2Oy, (3.36)
v — 4wy,
2iGo + o 2iGo
dag = ———db 0bs. 3.37
R AL 2 (3:37)

Setzt man diese adiabatischen Losungen in (3.32) und (3.33)) ein, erhilt man die
Bewegungsgleichungen [11]

. 1
L= —(wm +dw)qr + Jg2 = 5 (ym = T')p1, (3.38)
. 1
P2 = —(wm = dwn)az + Jq1 = 5 (ym + L2)p2, (3.39)
mit c ‘2
4 i Wm
i= g 4
o= Toul, (3:40)
und o ,
r, = AGE_ 16w (3.41)
v 2+ 16w2
Aus der Gleichung fiir die stationdren Zustdnde
i{A+g(8; + 8} — 5| @i = VAE; (3.42)

sehen wir, dass wir durch die Amplitude des Laser E; den Zustand «; und damit
auch G; verstellen konnen. Wahlen wir nun E; so, dass

(Fl — "Ym) = —(F2 + ’}’m) = Veff (343)
gilt, erhalten wir aus (3.38) und (3.39) die Differentialgleichungen

. ff
p1=—wmq1 +Jg2 + Fy; D1 (3.44)
P2 =—wm@2 +Jq1 — %75191- (3.45)

Wir erhalten also ein rein mechanisches System, welches Gewinn und Verlust hat
und dariiber hinaus PT-symmetrisch ist. Gehen wir wieder in unsere Darstellung
mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren iiber, erhalten wir das Differential-
gleichungssystem

. . Yeft . Veff
: . Yeff . Veff
Oby = — <'me — 9 ) oby — 1 Joby + 9 (5b£, (3-47)
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das wiederum PT-symmetrisch ist (man beachte, dass T die Vorzeichen der Ab-
leitungen tauscht). Dies ldsst sich kompakt schreiben als

b\ _ (At J by
(52) - ( J —A— ﬂgf) .<b2>' (3.48)

~~

Hmech

Hipeen 18t fiir v = k = 7o dquivalent zum rein optischen System (3.12]) und zeigt
somit die gleiche Physik.

3.4.2 Optischer Gewinn und Verlust

Gewinn und Verlust lassen sich auch fiir das optische Feld experimentell einfach
erzeugen. Eine Moglichkeit ist es, den natiirlichen Verlust einer jeden Kavitét
zu nutzen und in die anderen Kavitit Er3*-Ionen einzubringen, die dann von
einem Laser der Wellenlédnge 1460 nm angeregt werden [36]. Der Gewinn ist dann
proportional zur Er3*-Dichte und der Intensitit des Lasers

Eine weitere Moglichkeit basiert auf mit Fe gestorten LiNbOs-Materialien.
Hier tritt Verlust an Fe?t-Storstellen durch Elektronen-Anregung auf, wihrend
an Fe3t-Storstellen, die durch einen Art-Laser angeregt werden, Gewinn entsteht.
Gewinn und Verlust sind je proportional zur Anzahl der Storstellen [32].

3.5 Verschrankungsmessungen mit Quadraturen

Um Verschrinkungen zu quantifizieren, gibt es verschiedenen Mdoglichkeiten. Fi-
ne davon, die gut geeignet ist, wenn man in der Theorie die Dynamik des Sy-
stems kennt, beruht auf der Groéfse der sogenannten logarithmischen Negativitit
EN. Diese ldsst sich effektiv numerisch mittels standardméfiger Lineare-Algebra-
Verfahren berechnen, auch fiir gemischte Zusténde [37]. Dieses Verfahren wurde
in [9] auf ein System A dhnliches System angewandt. Dabei wurde gezeigt, dass
Verschréankungen zwischen der Gewinn-Kavitét (a;) und dem mechanischen Os-
zillator in der Verlust-Kavitiat (be) erzeugt werden konnen und diese durch das
Hinzufiigen von Gewinn und Verlust und Erzeugen von PT-Symmetrie stirker
sind als in Systemen ohne PT-Symmetrie.

Dieser Ansatz verrdt jedoch nicht, wie durch Messungen Verschrinkungen
nachgewiesen werden kénnen. Hierfiir bendtigt man die in Abschnitt vorge-
stellten Kriterien. Die Vorgehensweise soll hier beschrieben werden.

Die beiden Kriterien und gelten fiir zwei beliebige nicht-kommutierende
Observable. Wollen wir also Verschrinkungen und EPR-steering, beispielsweise
zwischen einem mechanischen Oszillator in der linken Kavitdt und dem optischen
Feld in der rechten Kavitat, nachweisen, benotigen wir zwei nicht-kommutierende
Observable, die jeweils lokal am entsprechenden Objekt gemessen werden kénnen.
Dies gelingt mittels sogenannter Quadraturen. Diese Operatoren werden aus den
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wie folgt gebildet [38]:

X% = e+ elf, (3.49)
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3.5. VERSCHRANKUNGSMESSUNGEN MIT QUADRATUREN

wobei 6 eine beliebige Phase ist. Von besonderem Interesse sind nun die Spezial-
fille X = X% und P = X™/2. Diese beiden Operatoren haben den Kommutator

(X, P] = [a+a,ia' — od]
= iaa’ —iaa +ia'a’ —ia'a —ia'a —iaTa’ + iaa + iaa’ (3.50)

= 2i[a,al] = 2i

und eignen sich somit als Operatoren fiir die beiden Kriterien.

Gemessen werden kénnen diese beiden Operatoren mittels eines einkoppelnden
Lasers und des optischen Feldes, das die Kavitit wieder verldsst. Zwischen dem
eingestrahlten Feld o™, dem ausgehenden Feld a°"* und dem Feld in der Kavitit
besteht der Zusammenhang [27, 29]

a® = \/ya — al, (3.51)

Somit kann aus dem Feld, das die Kavitdt verldsst, das optische Feld in der Ka-
vitdt a bestimmt werden und damit auch die Quadraturen. Auch die Quadratu-
ren des mechanischen Oszillators lassen sich hiermit ndherungsweise fiir starke
optomechanische Kopplung g bestimmen. Fiir eine detaillierte Beschreibung des
Prozesses siehe Ref. [29)].

Hierbei muss natiirlich beachtet werden, dass wir wiederholte Messungen be-
notigen, um Varianzen zu messen. Das bedeutet, dass fiir jede Messung die Sto-
rung des Systems durch die vorherigen Messungen beriicksichtigt werden muss,
was hier nicht geschehen ist. Eine Messung mittels eines amplitudenmodulierten
Lasers, wie in Ref. [39] beschrieben, die keine Storung der Quadratur verursacht,
ist immer nur fiir eine der beiden Quadraturen (X oder P) moglich. Wir benoti-
gen jedoch Messungen an beiden Quadraturen.

Konkret lésst sich damit beispielsweise Verschriankung zwischen dem mechani-
schen Oszillator by der Verlust-Kavitit (mit Quadraturen X? und PP) und dem
optischen Feld ay der Gewinn-Kavitédt (mit Quadraturen X§ und Pj') von System

A mittels (2.31)) und (3.50) nachweisen, und zwar, falls
AY(XD + X§) + A%(PP 4+ PP < 4 (3.52)
erfiillt ist.

Um ein EPR-Paradoxon in der Praxis nachzuweisen, ist es hiufig schwierig, die
bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen (wie z.B. in (2.32))) und mit ihnen die
Werte 2™ (22) zu bestimmen [23]. Meistens reicht es jedoch aus, den Zusammen-
hang zwischen 2" und x5 linear abzuschitzen, also

2t =gz + d. (3.53)

Die Koeffizienten g und d lassen sich aus den experimentell gewonnenen Daten
mittels linearer Regression bestimmen:

_ {z1m) — (m)ea)
A2z,

d = (x1 — gx3).
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Fiir den Impuls gilt analog ‘
P = g'py + d (3.54)

mit

’_ (p1p2) — (p1){p2)
9= AZpy

d' = (p1 —g'p2).
Die minimierten Vorhersage-Abweichungen sind dann

Ai2nf|min Tl = A2($1 — gx2) und Ai2nf’min b1 = AQ(pl - g,p2)‘ (3.55)
Um EPR-steering bei unserem System A (analog zum Verschrinkungsnachweis
weiter oben) nachzuweisen, ersetzt man in (3.53) und (3.54)) die Orts- und Im-
pulsoperatoren durch die Quadraturen [40] und erhélt dann mit (2.43)) und (3.50)
das EPR-Kriterium

A(X) — gX$)AP! — g'P§) < 1, (3.56)

sprich: ,Der mechanische Oszillator b; wird durch das optische Feld ay gesteert.”
Ein Vertauschen der Indizes (mit entsprechend neuen Koeffizienten g, ¢') liefert
ein Kriterium dafiir, dass das optische Feld durch den mechanischen Oszillator
gesteert wird.
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Kapitel 4

Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es aufzuzeigen, wie Verschriankungen an nicht-hermiteschen
Systemen nachgewiesen werden kénnen. Dazu wurden zwei optomechanische Sy-
steme untersucht. Wir haben gesehen, dass in solchen Systeme leicht Nicht- Her-
mitezitdt und insbesondere P7T-Symmetrie erzeugt werden kénnen, denn Gewinn
und Verlust lassen sich experimentell mit einfachen Mitteln sowohl fiir die me-
chanischen als auch optischen Komponenten implementieren. Optomechanische
Systeme stellen somit eine ideale ,Spielwiese” fiir Theoretiker dar, deren Ergeb-
nisse von Modellrechnungen leicht experimentell {iberpriift werden kénnen. Dar-
iiber hinaus haben wir festgestellt, dass die von uns gewiinschte Eigenschaft PT-
symmetrischer Systeme, ndmlich reelle Eigenwerte zu haben, nicht fiir alle Para-
meter gegeben ist. Wir haben allerdings gesehen, dass dies physikalisch begriindet
und interpretierbar ist. Es existieren zwei Parameterbereiche mit sehr unterschied-
lichen Eigenschaften, obwohl stets der Hamilton-Operator [H, PT| = 0 erfiillt. Im
ungebrochenen PT-Symmetrie-Regime sind alle Energie-Eigenwerte reell und die
Zeitentwicklung somit unitér; im gebrochenen PT-Symmetrie-Regime hingegen
werden die Eigenwerte komplex und die Zeitentwicklung ist nicht mehr unitar,
auch besitzen dann H und P7T nicht mehr ein gemeinsames System von Figen-
vektoren.

Diese Bereiche sind aus zweierlei Griinden relevant: Zum einen ist der Ubergang
zwischen den Regimen, der exceptional point, von Interesse, zum anderen ist auch
die Stabilitdt des Systems eng mit den Regimen verkniipft.

Am EP fallen mehrere Eigenwerte zusammen. Auch die Eigenvektoren ,yver-
schmelzen” hier. Bedeutsam ist in der Praxis auch der Fakt, dass die Eigenwerte
in der Umgebung des EPs hochempfindlich auf Anderungen der Parameter rea-
gieren.

Die Stabilitdt des Systems ist fast nur im ungebrochenen PT-Symmetrie-
Regime gegeben. Nur in stabilen Bereichen sind die stationdren Losungen giiltig,
was insbesondere dazu fiihrt, dass die Erzeugung von Gewinn und Verlust beim
mechanischen Oszillator (Abschnitt nur in diesem Regime das gewiinschte
Ergebnis liefert.

Auch bei Verschriankungsmessungen spielt die Stabilitiat von Zustédnden eine wich-
tige Rolle. Wir haben gesehen, dass Verschriankung und EPR-steering nicht nur
an einem mathematischen Ausdruck eines Zustandes erkannt werden kénnen, son-
dern haben Kriterien erlangt und ein Messverfahren erértert, das diese Phanomene
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messbar macht. Hierzu bendtigen wir allerdings, da wir Varianzen von Observa-
blen messen, eine Vielzahl von Messungen. Ist ein Zustand nicht stabil, ist es sehr
schwierig, an ihm eine grofe Anzahl Messungen durchzufithren. Um die Kriterien
auch auf instabile Zustédnde anzuwenden, miisste man einen Zustand hiufiger, mit
den selben Parametern priparieren.

Ein grofer Vorteil dieser Kriterien ist die vielseitige Anwendbarkeit: Beide Kri-
terien gelten fiir zwei beliebige nicht-kommutierende Variablen in zwei rdumlich
separierten Untersystemen. Damit lassen sich Verschrankung und EPR-steering
bei einer Vielzahl von Systemen nachweisen, auch bei Systemen, die man theo-
retisch noch nicht analysiert und verstanden hat, oder aber bei - beispielsweise
thermisch - gestorten Systemen, wo Wechselwirkungen mit der Umgebung bertick-
sichtigt werden miissen. Allerdings gilt es zu bedenken, dass wir eine Erweiterung
des Begriffes der physikalischen Realitit, wie er von EPR gebraucht wurde, vor-
nehmen mussten und somit EPR-Paradoxa nicht im urspriinglichen Sinne beob-
achten.
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Anhang A

Exceptional points in der
komplexen Ebene

A.1 Jordan-Normalform und Berechnung von Eigen-
werten und -vektoren

Um die mathematischen Besonderheiten von exceptional points zu erkennen, be-
trachten wir den bereits bekannten Hamilton-Operator aus Abschnitt ersetzen
jedoch den Kopplungsparameter J durch die zwei komplexen Zahlen J; und Js.
Der Hamilton-Operator hat die Form

—A+ i J1
H= 2 ~ (A1)
Jo A —i—-
2
und die Eigenwerte
— K + K 2
wy=-A—ilE - (2 . (A.2)
4 4
=:D
Die beiden EW sind identisch, wenn
+r\2
JiJs = <7 y ) (A.3)

gilt. Diese Punkte heifen ezceptional points. Gleichung (A.3|) ldsst sich anschau-
lich verstehen fiir den Fall J5 = J; =: J. Dann liegen alle exceptional points auf
dem Kreis |J|? = (%)2 in der komplexen Ebene, dem sogenannten ,exceptional

ring” [41] und im Inneren des Ringes ist der Realteil von w4 konstant, aufserhalb
der Imaginérteil (vgl. Abb [A.1).

Das Ubereinstimmen der EW am EP entspricht nicht einer gewshnlichen Entar-
tung der EW, sondern einer Jordan-Normalform, die nicht mehr Diagonalgestalt
hat. Entfernt vom EP ist H diagonalisierbar und kann dementsprechend in die

Form
7= (‘“(; 0 ) (A.4)

w—
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gebracht werden, wihrend am EP die Jordan-Dekomposition

i = (“g i) (A5)

lautet, mit © = wy = w_ = —A — 17~ [42].

Dass die Jordan-Normalform nicht mehr diagonal am EP ist, geht damit {iberein,
dass auch die Eigenvektoren am EP {ibereinstimmen und nicht einen zweidimen-
sionalen Eigenraum aufspannen. Die Eigenvektoren |vi) erhélt man als Lésung
des linearen Gleichungssystems

4 p i
(H—wel)fox) =0« [ 4 vt n vx) =0 (A.6)
JQ —1 ¥D
4
mit der Lésung
e
1 J
o) = — ’ . (A7)

Vil

Am EP (D = 0) stimmen die beiden Vektoren offensichtlich miteinander tiberein.

Die dazugehdrigen dualen Vektoren sind aufgrund der Nicht-Hermitezitét von

H nicht mehr die transponierten und komplex konjugierten urspriinglichen Vek-

toren, sondern sind definiert als die Losung der zu adjungierten Gleichung
3]

(HT - wl]l) wilf =0, (A8)

Dies fiihrt auf die zwei Gleichungssysteme

Y- K

—i + D J3 2
4 ,},_i_/j Wit =0 fiir  J1Jo < <7+R> , (A.9)
Jf i +D 4
4
—il= FD Jy AN
4 v+ R wilf =0 fiir  JyJy > < > , (A.10)
JT L D 4

die auf die selbe Losung fithren:

_tk
(ve| = \}i (W)LJ) (A.11)

Von Interesse sind zwei Spezialfille des Skalarprodukts der Eigenvektoren:

1) Hermitescher Fall (y =k =0)
Ohne Gewinn und Verlust ist H hermitesch und D = +/J;J5. Dann ist das Ska-
larprodukt der Eigenvektoren mit sich selbst

AN L
1 (T 1 :
(oafos) = — (A2 4) L So 2Dk (A1)
V2 Ji V2 2
1
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A.2. VERHALTEN DER EIGENWERTE IN DER NAHE DER
EXCEPTIONAL POINTS

Die Vektoren sind also korrekt normiert. Fiir unterschiedliche Eigenvektoren gilt
(vi\ij) =0 VJl, JQ. (A.13)
Diese Vektoren sind also orthogonal und die Eigenvektoren bilden eine Orthonor-

malbasis.

1
Am EP werden die Eigenvektoren stets unabhéngig von Parametern [44] und es
gilt

2) am exceptional point (J1J2 = (M)2)

iz) _irl (A.14)

1 ) 1
<'U:t”l):|:> = ﬁ (:I:Z, 1) . ﬁ ( 1 5

Diese Verhalten wird als Selbst-Orthogonalitdt bezeichnet.

Die Eigenvektoren sind also in endlicher Entfernung vom EP linear unabhéngig,
fiir JyJ2 > v+k sogar ndherungsweise orthogonal, bewegen sich dann aufeinander
zu, bis sie am EP parallel werden (,verschmelzen”).

A.2 Verhalten der Eigenwerte in der Nahe der excep-
tional points

Von besonderem Interesse, insbesondere in Hinblick auf den Bau von Sensoren,
ist das Verhalten der Eigenwerte in der Nihe der exceptional points. Wir werden
nicht nur die hohe Empfindlichkeit der EW sehen, sondern auch, dass es méglich
ist, wenn man einen EP in der komplexen Ebene umkreist, einen anderen EW zu
erhalten, wenn man wieder am Ausgangspunkt angelangt ist (s. Abb. . Dies
wollen wir nicht nur am bereits bekannten Beispiel zeigen, sondern auch allgemein
fiir EPs hoherer Ordnung. Die Ordnung eines EPs ist die Anzahl der Eigenwerte
und -vektoren, die an diesem Punkt zusammenfallen. Die bisher untersuchen EPs
waren beispielsweise EPs der Ordnung 2, geschrieben EPy [45].

Betrachten wir hierzu ein Eigenwertproblem in Abhéngigkeit des Parameters A
[46]. Die Losung ist bei einer m-dimensionalen Matrix dann - der Determinanten-
Gleichung entsprechend - eine m-istige algebraische Funktion Q(\) mit den Asten
wi(A), ..., wm(A), die eindeutig bestimmt sind. Sei nun A\g ein Punkt, in dem P
Aste von 2 zusammenfallen (EP p). Wir finden nun eine Kreisscheibe um Ag in der
keine weiteren EPs liegenm Gehen wir auf dem Rand dieser Kreisscheibe einmal
(im positiven Sinne) um A\ herum, wird ein jeder Ast w; in einen (i.A. unterschied-
lichen) Ast w; abgebildet. AuRerdem werden nie zwei verschiedene Aste auf den
gleichen Ast abgebildet,da sonst die inverse Fortsetzung (Umkreisen im negativen
Sinne) nicht eindeutig wére [47].

Die m Aste bilden also eine Permutation, aus der wir p < P verschmelzende
Aste auswithlen koénnen, sodass

W =Wy = = Wp—1 = Wy = Wi (A.15)

!Das Beispiel des ,exceptional rings” weiter oben scheint dem zu widersprechen, tut dies aber
nicht. Die algebraische Gleichung gilt dort nimlich fiir den Parameter |J|, nicht J selbst. Die
beiden einzigen Losung 1 und -1 sind offensichtlich voneinander entfernt, auch wenn es natiirlich
nicht sinnvoll ist, |J| als komplex anzunehmen.
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Im J

J

e

R

exceptional ring”

”

(a) PT-Symmetrie-Regime am

(b) Realteil der Eigenfrequenz

0).

ist in beiden Abbildungen zu erkennen. Im

vy

exceptional ring

”

Inneren des Ringes ist der Realteil null (A

Abbildung A.1: Der
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gilt. Nach p Umkreisungen wird also ein jedes w; auf sich selbst abgebildet. Sei
nun

A=X) =P  md  wiN) =w (V)P +X) =) (A16)

Dann kann f;(\') in eine Laurent-Reihe entwickelt werden:

[e.o]

fX) =Y (A.17)

n=—oo

und dementsprechend w; in eine Puiseux-Reihe [48]:

o

wid) = Y A= A)7. (A.18)

n=—oo

Da w; stetig ist bei A = Ao (nach der Determinanten-Gleichung), ldsst sich die
Puiseux-Reihe reduzieren auf [46]

wilA) = wo > an(A = Xo)?, (A.19)

n=1

wobel wp = w(A = 0) der EW am EP ist. Fiir kleine A — )¢ (also in der Umgebung
von Ag) ist w; also von der Ordnung /A — Ag.

Die EW sind in der Umgebung eines EPs also stark vom Parameter A ab-
héngig, bei A = Ag sogar unendlich stark. Je hoher die Ordnung des EPs, desto
stirker ist die Abhéngigkeit, weshalb es sich lohnen kann, komplexere Systeme,
mit EPs hoherer Ordnung, zu untersuchen, wenn man beispielsweise hochemp-
findliche Sensoren konstruieren mdchte.

Felix Willert \Y



ANHANG A. EXCEPTIONAL POINTS IN DER KOMPLEXEN EBENE

Re ]

Abbildung A.2: Zu sehen sind die Realteile zweier Aste der Eigenfrequenz ((A.2)
aus zwei Perspektiven. Man erkennt, dass die beiden Aste entlang eines Strahls
parallel zur reellen Achse iibereinstimmen. Der Beginn des Strahls ist der EP. Fiir
den Imagindrteil hitte man ein analoges Bild, lediglich der Strahl wiirde in die
entgegengesetzte Richtung fiihren. Das Vertauschen der EW beim Umkreisen des
EPs funktioniert folgendermafen: Beginnen wir neben dem EP auf dem unteren,
gelben Ast. Wiahlen wir nun einen geschlossenen Pfad um den EP herum, bleiben
wir stets auf dem gelben Ast, bis wir an den Strahl gelangen. Wollen wir den
Pfad nun differentierbar (ohne Knick) fortsetzen, miissen wir auf den blauen Ast
wechseln. Auf diesem bleiben wir, bis wir wieder an unserem Ausgangspunkt in
der komplexen Ebene angelangt sind.
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