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Einleitung

Die Untersuchung topologischer Eigenschaften kondensierter Materie hat in den letzten Jahren auf-
grund der Entdeckung einer neuen Materialklasse, den sogenannten topologischen Isolatoren, und der
Notwendigkeit einer angepassten theoretischen Modellierung enorm an Bedeutung gewonnen [1–5].
Topologische Isolatoren zeigen eine Reihe exotischer Phänomene, die sich durch Universalität und
Robustheit auszeichnen. Prominente Beispiele sind chirale Kantenzustände und die Quantisierung der
Hall-Leitfähigkeit [1, 3, 6–8]. Kurz nach der Entdeckung dieser Materialien gelang eine weitgehend
vereinheitlichte theoretische Beschreibung [9–11]. Eine wichtige Grundlage bildet dafür die Volumen-
Kanten-Korrespondenz, die topologische Eigenschaften des Volumens, in Form einer Invarianten, mit
Effekten an der Kante des Systems verbindet. Mit Ausnahme des Quanten-Hall-Effektes [6] gestaltet
sich der experimentelle Nachweis dieser Phänomene in realen Systemen relativ schwierig.
In jüngster Vergangenheit wird deshalb verstärkt ein gezieltes periodisches Treiben benutzt, um ver-
schiedene topologische Phasen in Materialien kontrolliert zu realisieren. Dabei wird das System einem
externen periodisch oszillierenden Feld ausgesetzt, z. B. einem Photonenfeld, welches von einem Laser
induziert wird. Im Rahmen der theoretischen Beschreibung ergibt sich dabei ein zeitlich periodischer
Hamiltonian, welcher topologisch nicht triviale Phasen in den getriebenen Materialien beschreibt
[12–19]. Experimentell ist dieses Vorgehen eine große Herausforderung: Dies begründet sich in den
hohen Intensitäten und Frequenzen, welche benötigt werden, um das System signifikant zu beeinflussen.
In Gasen aus ultrakalten Atomen, in photonischen Systemen sowie in Graphen konnte eine erfolgreiche
Anwendung aber bereits realisiert werden [20–23].
Das vielleicht wichtigste Ergebnis bei der Charakterisierung topologischer Phasen in periodisch getrie-
benen Systemen war das Auffinden von anomalen Phasen, welche kein statisches Gegenstück aufweisen
[24–28]. Diese anomalen Phasen sind durch nicht-triviale topologische Eigenschaften in ihrer Dynamik
(innerhalb der Anregungsperiode) gekennzeichnet. Ein Beispiel dafür ist der anomale Floquet-Isolator
(AFI) [25, 29, 30], welcher sich durch eine quantisierte Magnetisierungsdichte auszeichnet. Für dieses
System wurden Treiberprotokolle für eine experimentelle Realisierung in ultrakalten Atomen und
photonischen oder akustischen Systemen entwickelt [31–34].
Das Zusammenspiel von Unordnung und periodischem Treiben kann weitere topologisch nicht-triviale
Strukturen hervorbringen. So ist es möglich, dass robuste chirale Kantenzustände in einem zweidimen-
sionalen getriebenen System existieren, in dem alle Volumenzustände Anderson-lokalisiert sind. Ein
derartiges System wird als anomaler Floquet-Anderson-Isolator (AFAI) bezeichnet [25]. Diese Situation
ist im statischen Fall nicht möglich. Dort sind delokalisierte Kantenzustände notwendigerweise an
die Existenz delokalisierter Volumenzustände bei gewissen Energien gekoppelt [35]. Umgangen wird
dies beim AFAI durch die Periodizität der Quasienergien: Die Kantenzustände bleiben bei allen Quasi-
energien bestehen und umhüllen die sogenannte Floquet-Brillouin-Zone (FBZ) vollständig. Darüber
hinaus ergibt die Kombination dieser neuartigen chiralen Kantenzustände mit vollständig lokalisierten
Volumenzuständen ein faszinierendes, vollständig topologisches, Transportphänomen: ein quantisierter
nicht-adiabatischer Ladungstransport [25].

Ziel dieser Arbeit ist die Diskussion der topologischen Eigenschaften des AFAI, insbesondere im
Hinblick auf den Ladungstransport. Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:
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Kapitel 1: Zunächst wird das AFI-Modell [24] zur Beschreibung der topologischen Eigenschaften
periodisch getriebener Systemen eingeführt. Anschließend wird eine topologische Klassifizierung
periodisch getriebener Systeme vorgenommen. Dabei liegt der Fokus auf einem Verständnis der
Invariante, welche mit der Dynamik im System assoziiert werden kann.

Kapitel 2: Untersucht wird der Ladungstransport in statischen sowie in periodisch getriebenen Syste-
men. Dabei wird der Zugang von Thouless zum quantisierten adiabatischen Ladungstransport
besprochen sowie der Zugang von Laughlin zur Quantisierung der Hall-Leitfähigkeit [36–38].
Für periodisch getriebene Systeme wird der Verlust der Quantisierung des Transportes im nicht-
adiabatischen Fall diskutiert. Dies wird im Detail anhand des AFI-Modells besprochen und
mittels numerischer Rechnungen gestützt.

Kapitel 3: Abschließend studieren wir die Wirkung von Unordnungseffekten in Floquet-topologischen
Isolatoren (FI). Zunächst wird eine kurze Einführung zur Anderson-Lokalisierung gegeben [39,
40]. Im Anschluss werden zwei unterschiedliche Unordnungsarten im Hinblick auf deren Aus-
wirkung auf die AFAI-Phase in FI untersucht. Ziel ist ein besseres Verständnis des Auftretens und
der Konsequenzen vom quantisierten Ladungstransport im AFAI. Dazu wird eine umfangreiche
numerische Untersuchungen für das AFI-Modell präsentiert.
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KAPITEL 1.

Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

1.1. Modellbildung

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung des Anregungsprotokolls [24]. Die „Hüpf “-Amplituden
werden zeitlich periodisch variiert. Das Untergitterpotential Δ differenziert die zwei Typen von Gitter-
plätzen auf dem bipartitenGitter (gefüllte oder ungefüllte Kreise). Während der ersten vier Zeitschritten
wird jeweils nur eine der vier Kopplungstypen zwischen verschiedenen Gitterplätzen (farbige Ellipsen)
erlaubt. Im fünften und letzten Zeitschritt werden alle Kopplungen abgestellt und es wirkt nur das
Untergitterpotential.

FI weisen topologisch nicht-triviale Phasen auf, welche durch das periodische Treiben generiert werden.
Von besonderem Interesse ist dabei der AFI, dessen topologische Phase kein Gegenstück in statischen
Systemen besitzt. Ein einfaches Modell eines AFI wurde von Rudner et al. [24] eingeführt.
In diesemKapitel wird anhand desModells erklärt, was einAFI ist, die Volumen-Kanten-Korrespondenz
in periodisch getriebenen Systemen beschrieben und die Unterschiede zu topologischen Phasen in
statischen Systemen herausgearbeitet.

Das Modell aus Ref. [24] (im folgenden AFI-Modell genannt), beschreibt ein periodisches Anregungs-
protokoll auf einem quadratischen Gitter. Die gesamte Anregungsperiode (𝑇) ist in fünf gleich große
Zeitschritte unterteilt. In jedem dieser Schritte sind nur ausgewählte Kopplungen zwischen verschie-
denen Gitterplätzen erlaubt. In Abbildung 1.1 sind die ausgewählten Kopplungen farbig hinterlegt
und die Untergitterstruktur wird durch gefüllte (A-Untergitter) bzw. ungefüllte Kreise (B-Untergitter)
dargestellt. Im Folgenden wird das Gitter mit Γ bezeichnet, die Einschränkungen auf die Untergitter 𝐴
und 𝐵 sind durch die Indizierung Γ𝐴/𝐵 gekennzeichnet.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Der Hamiltonian des AFI-Modells lässt sich als ein „tight-binding“-Modell in zweiter Quantisierung
darstellen: (in der gesamten Arbeit wird ℏ = 𝑒 = 1 gesetzt)

H(𝑡) =
5

∑
𝑛=1

H𝑛, mit H𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) ∑
𝐫∈Γ

−J (𝑐†
𝐫 𝑐𝐫+𝛄𝐧

+ 𝑐†
𝐫+𝛄𝐧𝑐𝐫) + (−1)𝜂𝐫Δ𝑐†

𝐫 𝑐𝐫 . (1.1)

Dabei ist J das Transferintegral, Δ das Untergitterpotential, 𝜂𝐫 = 1, falls 𝐫 ∈ Γ𝐴 und 𝜂𝐫 = 0, falls
𝐫 ∈ Γ𝐵. Weiterhin sind 𝛄𝑛 die Gittervektoren 𝛄1 = (1, 0) = −𝛄3 und 𝛄2 = (0, 1) = −𝛄4. Die 𝑐(†)

𝐫 sind
Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren eines Zustandes (Teilchens) auf dem Gitterplatz 𝐫 ∈ Γ. Die
Funktion 𝑓𝑛(𝑡) gibt an, welche Kopplungen im Anregungsprotokoll aktiv sind (siehe Abbildung 1.1).

𝑓𝑛(𝑡) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

5/𝑇 , falls (𝑛 − 1)𝑇/5 ≤ 𝑡 < 𝑛𝑇/5 ,

0 , sonst
, mit 𝑛 ∈ Z . (1.2)

Die Wahl des Faktors 5/𝑇 ist der Konvention geschuldet, dass die sogenannte „perfekte Kopplung“
durch J = 𝜋/2 gegeben ist.
Zur Untersuchung der Dynamik des Systems wird der ZeitentwicklungsoperatorU (𝑡) verwendet. Dieser
ist wie üblich durch

U (𝑡) = T exp
{

−𝑖∫
𝑡

0
H(𝑡′) d𝑡′

}
(1.3)

gegeben, wobei T der Zeitordnungsoperator ist. Aufgrund der zeitlichen Konstanz von H𝑖(𝑡) = H𝑖 im
jeweiligen Zeitschritt kann der Zeitentwicklungsoperator in eine Produktdarstellung

U (𝑇) = U5U4U3U2U1 mit U𝑖 = 𝑒−𝑖H𝑖𝑇/5 (1.4)

aufgespalten werden. Die Produktgestalt trägt der natürlichen Chiralität des Systems Rechnung, es
kann zwischen zwei äquivalenten, chiral jedoch unterschiedlichen, Anregungsabläufen gewählt werden:
(5 − 4 − 3 − 2 − 1) oder (1 − 2 − 3 − 4 − 5).

Floquet-Bloch-Hamiltonian Falls das System mit zusätzlicher Translationssymmetrie in 𝑥- und 𝑦-
Richtung betrachtet wird, d. h. unter periodischen Randbedingungen (PBC), kann Gl. (1.1) in den
𝐤-Raum transformiert werden. Dafür werden die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren des Orts-
raumes mittels einer diskreten Fourier-Transformation in die zugehörigen Operatoren des reziproken
𝐤-Raumes überführt. Der transformierte Hamiltonian besitzt

H𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) ∑
𝐤

−J (𝑒𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝑎†
𝐤𝑏𝐤 + 𝑒−𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝑏†

𝐤𝑎𝐤) + Δ(𝑎†
𝐤𝑎𝐤 − 𝑏†

𝐤𝑏𝐤) (1.5)

alsDarstellung.Dabei bezeichnet ⟨⋅, ⋅⟩das euklidische Skalarprodukt aufR2, 𝑎(†)
𝐤 und 𝑏(†)

𝐤 sindErzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren eines Zustandes (Teilchens) mit Impuls 𝐤 auf dem Untergitter Γ𝐴 respek-
tive Γ𝐵. Die H𝑛(𝑡) können in Matrixform dargestellt werden:

H𝑛(𝑡, 𝐤) = −J (𝑒𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝜎+ + 𝑒−𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝜎−) + Δ𝜎𝑧. (1.6)

Dabei ist 𝜎± = 1
2 (𝜎𝑥 ± 𝑖𝜎𝑦), mit 𝜎𝑥,𝑦,𝑧 als Pauli-Matrizen.

𝜎𝑥 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 1

1 0

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝜎𝑦 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 −𝑖

𝑖 0

⎞
⎟
⎟
⎠

, 𝜎𝑧 =
⎛
⎜
⎜
⎝

1 0

0 −1

⎞
⎟
⎟
⎠
und (𝜎 𝑗)2 = 𝜎0 = 1, 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. (1.7)
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Das Matrixexponential dieser Matrizen ist bekannt (siehe Anhang A) und die Darstellung der U𝑛(𝑇/5)
ergibt sich zu

U𝑛(𝑇/5) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

−𝑖J sin𝜇
𝜇 (𝑒𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝜎+ + 𝑒−𝑖⟨𝐤,𝛄𝐧⟩𝜎−) + cos𝜇𝜎0 + Δ sin𝜇

𝜇 𝜎𝑧 , falls 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4}

diag (𝑒−𝑖Δ, 𝑒𝑖Δ) , sonst
.

(1.8)
Dabei ist 𝜇 = √Δ2 + J 2. Für das Parameterpaar (J , Δ) = (𝜋/2, 0) gilt U (𝑇) = 1. Damit kehrt jedes
Teilchen, nach einer Periode, auf seinen Anfangsplatz zurück. Weiterhin ist für jeden Zeitschritt die
Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen zwischen gekoppelten Gitterplätzen bewegt, eins. Diese
Situation bezeichnet die „perfekte Kopplung“.

Floquet-Theorie Für eine Beschreibung periodisch getriebener Systeme wird die Floquet-Theorie
genutzt. Diesewurde im 19. Jahrhundert vonGastonFloquet für gewöhnlicheDifferentialgleichungen
mit periodischen Koeffizienten entwickelt [41]. In der Quantenmechanik kann sie benutzt werden, um
die Schrödingergleichung

𝑖𝜕𝑡|𝜓𝛼(𝑡)⟩ = H(𝑡)|𝜓𝛼(𝑡)⟩ (1.9)

für einen zeitlich periodischen Hamiltonian H(𝑡 + 𝑇) = H(𝑡) zu lösen. Für eine solche Situation gilt
das Floquet-Theorem [42]:

Sei H(𝑡) ein 𝑇-periodischer Hamilton-Operator. Dann existiert ein vollständig orthonormiertes Basis-
system {|𝜓𝛼(𝑡)⟩} derart, dass die |𝜓𝛼(𝑡)⟩

1. Lösungen der Gleichung (1.9) sind, und

2. eine Zerlegung

|𝜓𝛼(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜀𝑡|𝜙𝛼(𝑡)⟩ mit |𝜙𝛼(𝑡 + 𝑇)⟩ = |𝜙𝛼(𝑡)⟩ (1.10)

besitzen. Dabei sind 𝜀𝛼 die Quasienergien und |𝜙𝛼(𝑡)⟩ die Floquet-Moden.

Das Bloch-Theorem entspricht damit dem Floquet-Theorem, für den Fall, dass das System translations-
invariant ist.
Die Quasienergien nehmen in periodisch getriebenen Systemen die Funktion der Energien ein. Sie
ermöglichen, wie im statischen Fall, eine Organisation in Bändern {𝜀𝛼}𝛼, mit 𝛼 als Bandindex. Das
Quasienergiespektrum eines Floquet-Systems ist durch den Propagator einer Periode 𝑈(𝑇) bestimmt.
Zustände wie |𝜓𝛼(𝑡)⟩ werden Floquet-Zustände genannt. Weiterhin stellt das Floquet-Theorem nützli-
che Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators bereit. Falls ein zeitlich periodischer Hamiltonian
vorliegt, besitzt dieser die Eigenschaft:

U (𝑇 + 𝑡, 𝑇) = U (𝑡, 0) . (1.11)

Ein Beweis dafür findet sich in Anhang A. Die Relation (1.11) führt zu

U (𝑚𝑇 + 𝑡, 0) = U (𝑚𝑇 + 𝑡, 𝑚𝑇)U (𝑚𝑇, 0) = U (𝑡)U (𝑇)𝑚 . (1.12)

Damit ist die Dynamik eines Floquet-Systems durch die Kenntnis des Zeitentwicklungsoperators für
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 für alle Zeiten 𝑡 vollständig bestimmt. Das macht U (𝑇) zum zentralen Objekt, wenn es um
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

die Beschreibung der stroboskopischen Dynamik von periodisch getriebenen Systemen geht.
Der Floquet-Zustand |𝜓𝛼(𝑡)⟩, ist Eigenzustand von U (𝑇 + 𝑡, 𝑡):

U (𝑇 + 𝑡, 𝑡)|𝜓𝛼(𝑡)⟩ = |𝜓𝛼(𝑇 + 𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇𝑒−𝜀𝛼𝑡|𝜙𝛼(𝑇 + 𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇𝑒−𝜀𝛼𝑡|𝜙𝛼(𝑡)⟩ = 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇|𝜓𝛼(𝑇)⟩ .
(1.13)

Damit kann die Spektraldarstellung von U (𝑇) angegeben werden zu

U (𝑇) = ∑
𝛼

𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇|𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼| . (1.14)

Die Eigenwerte 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇 ∈ 𝑈(1) (mit 𝑈(𝑁) als unitäre Gruppe) liegen auf dem komplexen Einheitskreis.
Dies stellt einen wichtigen Unterschied im Vergleich zu statischen Systemen dar. Dort ist der Hamilto-
nian der das System charakterisierende Operator und damit das Eigenwertspektrum sowohl reell als
auch beschränkt. In Floquet-Systemen handelt es sich hingegen um ein periodisches, unbeschränktes
Spektrum. Die daraus resultierenden Konsequenzen werden später diskutiert.
Falls 𝜀𝛼 die Quasienergie zu |𝜓𝛼(𝑡)⟩ ist, so ist 𝜀𝛼 + 𝑛Ω es auch, mit 𝑛 ∈ Z, wobei Ω = 2𝜋/𝑇 die
Anregungsfrequenz ist. Dies führt zu einer Situation, wie sie vom Bloch-Theorem bekannt ist. Dort
liegt eine Periodizität in den Quasiimpulsen vor. Dies ermöglicht eine Beschränkung auf die Brillouin-
Zone (BZ). Hier können analog die Quasienergien auf die FBZ beschränkt werden. Dabei werden nur
Quasienergien 𝜀, die im Intervall der Breite Ω liegen: [−Ω/2, Ω/2] = [−𝜋/𝑇, 𝜋/𝑇], betrachtet.

Floquet-Theorie für das AFI-Modell Mittels der Floquet-Theorie kann das Quasienergiespektrum
des AFI-Modells (1.8) bestimmt werden. Dabei wird eine Streifengeometrie betrachtet, wobei das
System in 𝑥-Richtung unendlich ausgedehnt und in 𝑦-Richtung endlich ist (dies wird durch Ũ (𝑘𝑥, 𝑇)
beschrieben). Eine schematische Darstellung der Propagation eines Teilchens, welches an verschiedenen
Positionen auf dem Gitter (perfekte Kopplung) initialisiert wird, ist in Abbildung 1.2 a) gezeigt. Zu
sehen ist, dass ein Teilchen, welches am Anfang am oberen Rand lokalisiert ist, exakt zwei Gitterplätze
nach rechts läuft. Ebenso ist zu erkennen, dass ein Teilchen im Volumen nach einer Periode auf seine
Ausgangsposition zurückkehrt, was U (𝑇) = 1 widerspiegelt. Die Chiralität der Kantenzustände ist
von der Abfolge des Anregungsprotokolls abhängig. Würde dieses in umgekehrter Abfolge genutzt
werden, so würde das Teilchen am oberen Rand nach links propagieren, die Teilchen im Volumen
kehren weiterhin auf ihren Anfangsplatz zurück.
Das Quasienergiespektrum in der FBZ ist in Abbildung 1.2 b) gezeigt. Da U (𝑇) = 1 für Zustände im
Volumen gilt, sehen wir diese im Spektrum als 𝜀(𝑘𝑥) = 0. Weiterhin sind zwei entgegengesetzt propa-
gierende Zustände zu erkennen, mit linearer Dispersionsrelation 𝜀𝛼(𝑘𝑥) = ±2/𝑇, welche Eigenwerte in
der Bandlücke bei 𝜀 = ±𝜋/𝑇 haben. Damit sind diese Zustände zwangsläufig an der Kante des Systems
lokalisiert. Da die Bänder der beiden Kantenzustände einen echten Schnittpunkt aufweisen, müssen sie
räumlich separiert sein (einen verschwindenden Überlapp besitzen). Dies wird in der schematischen
Darstellung in Abbildung 1.2 a) gezeigt, sodass ein Zustand auf der oberen und der andere auf der
unteren Kante lokalisiert ist. Die beiden Kantenzustände kreuzen die Bänder des Volumens, jedoch
ohne zu koppeln (d. h. es erfolgt keine Hybridisierung), weil die Volumenzustände vollständig lokalisiert
(nicht-dispersiv) sind. Das Volumen kann in diesem Fall keine delokalisierten Zustände beherbergen.
Für nicht-perfekte Kopplung gilt U (𝑇) ≠ 1. In diesem Fall sind die Volumenbänder dispersiv und die
Kantenzustände können diese nicht ohne eine Hybridisierung von Kanten- und Volumenzuständen
kreuzen.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Abbildung 1.2.: Linkes Bild: System mit offenen Randbedingungen in 𝑦-Richtung und unendlicher
Ausdehnung in 𝑥-Richtung. Schematisch sind ausgewählte Propagationen (perfekte Kopplung) dar-
gestellt: für Teilchen initialisiert auf dem oberen Rand (blau), unteren Rand (rot) oder im Volumen
(grün). Rechtes Bild: Quasienergiespektrum von Ũ (𝑘𝑥, 𝑇) für (J , Δ) = (𝜋/2, 0). Die Farben indizieren
die Lokalisierung auf dem Gitter, entsprechend a).

1.2. Topologie in Floquet-Systemen

ImZuge der topologischenCharakterisierung vonQuanten-Hall-Systemenwurdeman auf die Volumen-
Kanten-Korrespondenz geführt, welche eine topologische Invariante des Volumens mit der Zahl an
Kantenzuständen in einer Bandlücke in Verbindung setzt. Konkret konnte die Hall-Leitfähigkeit mit der
Chern-Zahl des Systems identifiziert werden, was zur Quantisierung der Hall-Leitfähigkeit in Einheiten
von 𝑒2/ℎ führte [6, 7].
Ab diesem Abschnitt bezeichnet U den Zeitentwicklungsoperator des Systems unter PBC; Ũ gibt den
entsprechenden Operator in Zylindergeometrie (PBC in einer Ortskoordinate) an. Die assoziierten
Quasienergien, sowie der Hamiltonian werden analog bezeichnet.

Chern-Zahl In statischen Systemen ist die Chern-Zahl [7] die Invariante, welche die Volumen-
Kanten-Korrespondenz charakterisiert. Für ein Floquet-System, welches eine zusätzlich Translations-
invarianz im Ort aufweist H(𝑟 + 𝛾, 𝑡) = H(𝑟, 𝑡), 𝛾 ∈ Γ, kann die Chern-Zahl für eine fixierte Zeit
𝑡, analog zum statischen Fall, berechnet werden. Es sei |𝜓𝛼(𝐤, 𝑡)⟩ ein Floquet-Bloch-Zustand und
A𝛼 = 𝑖⟨𝜓𝛼(𝐤, 𝑡)|∇𝐤|𝜓𝛼(𝐤, 𝑡)⟩ der Berry-Zusammenhang:

C𝛼 = −
1

2𝜋 ∫
BZ

(∇𝐤 × A𝛼) d2𝑘 = −
1

2𝜋 ∫
BZ

Ω𝛼 d2𝑘 ∈ Z . (1.15)

Dabei ist Ω𝛼 = ∇𝐤 ×A𝛼 die Berry-Krümmung und 𝛼 der Bandindex. Die Chern-Zahl gibt an wie viele
Zustände in das 𝛼-te Band von unten eintreten und es nach oben verlassen. Die Chern-Zahl selbst ist
die Differenz.
In Floquet-Systemen ist die Chern-Zahl keine geeignete Invariante. Abbildung 1.2 b): Die Bänder des
Volumens sind bei 𝜀 = 0 vollständig kollabiert, was eine triviale Chern-Zahl des Bandes erfordert.
Angenommen die Chern-Zahl würde die Anzahl an Kantenzuständen in der Bandlücke (hier 𝜀 = ±𝜋/𝑇)
widerspiegeln, so ist der Widerspruch offensichtlich. Die Anwesenheit von Kantenzuständen im Fall
einer trivialen Chern-Zahl, ist eine Eigenschaft des AFI.
Im Folgenden wird die Beschreibung der Volumen-Kanten-Korrespondenz für periodisch getriebene
Systeme in Anlehnung an Ref. [24] dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass U (𝑇) nur die Information
über den Endzustand der Propagation enthält, aber nicht über die Dynamik der gesamten Periode.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Im Falle der perfekten Kopplung, kann die Abfolge des Anregungsprotokolls umgedreht werden, dies
führt auf den gleichen Volumenpropagator U (𝑇) = 1, aber zu einer Änderung der Chiralität der
Kantenzustände. Dies zeigt, dass alle Informationen über die Dynamik in einer Anregungsperiode
benötigt werden.

Homotopie Invarianten Das Quasienergiespektrum, welches von einem lokal statischen Hamilto-
nian erzeugt wird, kann sich nicht um die FBZ winden. Falls H𝑠(𝑘𝑥) der Hamiltonian des statischen
Systems ist, so ist der zugehörige Propagator 𝑒−𝑖𝑡H𝑠(𝑘𝑥). Damit sind die Quasienergien 𝜀𝛼,𝑘𝑥

gleich den
Energieeigenwerten 𝐸𝛼,𝑘𝑥

von H𝑠(𝑘𝑥). Da die 𝐸𝛼,𝑘𝑥
stetige Funktionen in 𝑘𝑥 sind, ist keine Windung

um die FBZmöglich. Für periodisch getriebene Systeme ist eine solche nicht-triviale Windung möglich.
Dies wird den Ausgangspunkt bilden, um Kantenzustände in Floquet-Systemen zu beschreiben.
Die physikalische Natur von nicht-trivialen Quasienergie-Windungszahlen ist eng an die Dynamik ge-
koppelt. Betrachtet wird ein periodisch getriebenes System unter PBC in 𝑥-Richtung, welches durch den
Propagator Ũ (𝑘𝑥, 𝑡) beschrieben wird. Die Gruppengeschwindigkeit des 𝛼-ten Bandes ist 𝑣𝛼

𝑔 = 𝜕𝑘𝑥
̃𝜀𝛼.

Damit ist die mittlere Gruppengeschwindigkeit (in einer Periode)

𝑣𝛼
𝑔 =

1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝜕𝑘𝑥

̃𝜀𝛼 d𝑘𝑥 =
𝜈𝛼
𝑘𝑥

𝑇 mit 𝜈𝛼
𝑘𝑥

=
𝑇

2𝜋 ∫
𝜋

−𝜋
𝜕𝑘𝑥

̃𝜀𝛼 d𝑘𝑥 . (1.16)

Die mittlere Gruppengeschwindigkeit ist demnach proportional zur Windungszahl 𝜈𝛼
𝑘𝑥

des 𝛼-ten
Floquet-Bandes. Damit werden, von einem vollständig gefüllten Floquet-Band, 𝜈𝛼

𝑘𝑥
Einheiten an Ladung

in 𝑘𝑥-Richtung pro Periode transportiert. Der Begriff der Quasienergie-Windung legt eine Definition
der topologischen Invariante der Form

𝜈𝑘𝑥
= −

1
2𝜋𝑖 ∫

𝜋

−𝜋
Tr{Ũ (𝑘𝑥, 𝑇)𝜕𝑘𝑥

Ũ (𝑘𝑥, 𝑇)} d𝑘𝑥 (1.17)

nahe [19]. Aus physikalischer Sicht beschreibt diese Zahl die Netto-Windungszahl aller Floquet-Bänder
von Ũ (𝑘𝑥, 𝑇). Diese Invariante verschwindet immer, da das Quasienergiespektrum, erzeugt von ei-
nem lokalen Hamiltonian, keine Netto-Windungszahl aufweisen kann [43] (Anhang IV). Wird die
Spektraldarstellung von Ũ (𝑘𝑥, 𝑇) (siehe Gl. (1.14)) in Gl. (1.17) eingesetzt, so wird die Identifikation
mit Quasienergie-Windungen erhalten. Das Resultat, dass diese Invariante die Anzahl an Kantenzu-
ständen beschreiben kann, geht auf Ref. [24] zurück. Dort wurde gezeigt, dass unter der Bedingung
U (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 0) = U (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑇) = 1, mit U (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) als Propagator des System unter PBC, Ũ (𝑘𝑥, 𝑇) als
Blockdiagonalmatrix

Ũ (𝑘𝑥, 𝑇) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Ũ1(𝑘𝑥, 𝑇) 0 0

0 1 0

0 0 Ũ2(𝑘𝑥, 𝑇)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(1.18)

darstellbar ist. Dabei wirkt Ũ1(𝑘𝑥, 𝑇) an der oberen und Ũ2(𝑘𝑥, 𝑇) an der unteren Kante des Zylin-
ders. Durch die Anwendung von (1.17) auf Ũ1/2(𝑘𝑥, 𝑇) wird die Anzahl der an der jeweiligen Kante
lokalisierten Kantenzustände erhalten (mit einem Vorzeichen für die Chiralität). Es gilt demnach

|𝜈
1/2
𝑘𝑥 | = 𝑛1/2

edge , (1.19)

mit 𝑛edge als Anzahl der Kantenzustände. Es sei angemerkt, dass 𝜈1
𝑘𝑥

+ 𝜈2
𝑘𝑥

= 0 gelten muss. Dies ist der
unterschiedlichen Chiralität der Kantenzustände geschuldet.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Im AFI-Modell (perfekte Kopplung) kennen wir die Gruppengeschwindigkeit für Kantenzustände,
𝜕𝑘𝑥

̃𝜀𝑘𝑥,𝛼 = ±2/𝑇, ebenso wie für Volumenzustände 𝜕𝑘𝑥
̃𝜀𝑘𝑥

= 0 (siehe Abbildung 1.2). Damit ergibt
sich 𝜈𝛼

𝑘𝑥
= (−1)𝛼, wobei 𝛼 = 0, 1 die beiden Kantenzustände nummeriert. Dies bedeutet perfekt

quantisierten Transport getragen durch die Kantenzustände.

Für die Definition einer Volumeninvariante, wurde

W3[U ] =
1

24𝜋2 ∫
[0,1)3

𝜀𝛼𝛽𝛾Tr{(U †𝜕𝛼U )(U †𝜕𝛽U )(U †𝜕𝛾U )} d𝜇𝛼 ∈ Z (1.20)

vorgeschlagen [24, 44]. Dabei ist 𝛼 ∈ {𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡} und 𝜀𝛼𝛽𝛾 ist der Levi-Civita-Tensor. Diese Invariante
gibt eine Einordnung in die Homotopieklassen von 𝜋3(𝑈(𝑁)) [45], da der Volumenpropagator als
Abbildung T3 // 𝑈(𝑁) (𝑁 ≥ 2) aufgefasst werden kann. Dabei ist T3 der 3-Torus.
Damit Gl. (1.20) quantisierte Werte annehmen kann, muss U (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 0) = U (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑇) = 1 für alle
𝑘𝑥, 𝑘𝑦 ∈ BZ gelten. Falls der Volumenpropagator nach einer Periode nicht der Identität gleicht, kann
dieser über die „pull-back“-Abbildung homotop auf die Identität abgeändert werden (siehe Anhang AGl.
(A.7)). Diese Abbildung ist explizit abhängig von der Quasienergie 𝜀. In Ref. [24] konnte gezeigt werden,
dass dieW3 Invariante des deformierten Zeitentwicklungsoperators V𝜀 die Anzahl der Kantenzustände
in der Bandlücke bei 𝜀 wiedergibt:

W𝜀 = W3[V𝜀] = 𝑛𝜀
edge . (1.21)

Es folgt insbesondere, dass Gl. (1.20) die Volumen-Kanten-Korrespondenz in periodisch getriebenen
Systemen wiederherstellt.

Abbildung 1.3.: Linkes Bild: Situation im FI. Rechtes Bild: Situation im AFI.

Damit kann eine genaue Definition des FI und des AFI vorgenommen werden (siehe Abbildung 1.3).
Unter einem FI wird ein System verstanden, welches durch periodisches Treiben, ein Quasienergie-
spektrum ausbildet, welches a) spektrale Lücken aufweist (hier 𝜉1, 𝜉2) und b) Volumenbänder mit
nicht-trivialen Chern-Zahlen besitzt. Dies impliziert eine nicht-triviale W3 Invariante. Ein AFI ist ein
FI mit trivialen Chern-Zahlen und nicht-trivialer W3 Invariante.

Abschließend wird das Quasienergiespektrum von Ũ (𝑘𝑥, 𝑇) für die Streifengeometrie (Abbildung 1.4)
für vier charakteristische Parameterpaare, die wir im folgenden für numerische Berechnungen verwen-
den werden, betrachtet. In den Bandstrukturen sind Zustände auf der oberen Kante in blau und auf der
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

unteren Kanten in rot dargestellt. Alle Parametersätze (Teilbilder a)-d)) besitzen triviale Chern-Zahlen,
aber nicht-triviale Windungszahlen; damit ist immer der AFI realisiert. Für das Parameterpaar a) sei
angemerkt, dass für jedes kleine Δ ≠ 0 die Chern-Zahl ±1 beträgt und somit die Zuordnung zum
FI gegeben ist. Der erste Bereich in Teilbild e) (links unten) ist topologisch trivial (Chern- als auch
Windungszahlen sind null).

Tabelle 1.1.: Parameterpaare und farbliche Kennzeichnung in der Arbeit. Zur Darstellung der zugehöri-
gen Quasienergiespektren siehe Abbildung 1.4

a) b) c) d)

J 1.25 1.4 𝜋/2 𝜋/2

Δ 0 0 0 0.2

Farbe türkis rot blau grün

−𝜋/𝑇

0

𝜋/𝑇

Q
ua
sie

ne
rg
ie

𝜀

a) b)

0 𝜋/2 𝜋
Quasiimpuls 𝑘𝑥

−𝜋/𝑇

0

𝜋/𝑇

Q
ua
sie

ne
rg
ie

𝜀

c)

0 𝜋/2 𝜋
Quasiimpuls 𝑘𝑥

d)

0 𝜋/4 𝜋/2
J

0

𝜋/4

𝜋/2

Δ

e)

a)b)

c)
d)W0 = 0

W𝜋/𝑇 = 0

W0 = 0
W𝜋/𝑇 = 1

W0 = 1
W𝜋/𝑇 = 1

−1 0 1
C

Abbildung 1.4.: a)-d) Bandstrukturen des AFI-Modells in Streifengeometrie für verschiedene Parame-
terpaare (J , Δ) (siehe Tabelle 1.1). e) Chern-Zahl des oberen Bandes des AFI-Modells in Abhängigkeit
der Parameter (J , Δ).
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KAPITEL 2.

Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

In diesem Kapitel wird die Quantisierung des adiabatischen Ladungstransportes [36] und des Quanten-
Hall-Effektes [38] diskutiert. Es wird gezeigt, dass beide Effekte nur im adiabatischen Grenzfall Bestand
haben. Neben der Quantisierung ist dabei insbesondere die Robustheit gegenüber z. B. Parametervaria-
tionen, Unordnung oder auch Wechselwirkungen, von Bedeutung [37]. Für das AFI-Modell wird die
Auswirkung von nicht-adiabatischen Effekten auf den Transport untersucht. Analoge Resultate finden
sich für 1D Systeme, ebenfalls unter nicht-adiabatischen Bedingungen, in Ref. [46, 47].

2.1. Ladungstransport in Floquet-Bloch-Systemen

Zunächst wird die grundlegende Gleichung für den Ladungstransport in Floquet-Bloch-Systemen
abgeleitet. Dabei wird Ref. [17] gefolgt, analoge Resultate sind in Ref. [47, 48] zu finden.
Betrachtet wird ein translationsinvariantes, periodisch getriebenes System mit H(𝐫 + 𝛄, 𝑡 + 𝑇) = H(𝐫 +
𝛄, 𝑡) = H(𝐫, 𝑇 + 𝑡). Weiterhin sei |Ψ(0)⟩ ein typischer Anfangszustand, dessen exakte Struktur für das
jeweilige Problem festgelegt werden kann. Aufgrund der Translationsinvarianz, kann der Stromoperator
durch 𝒥(𝑡) = 𝑖[H(𝑡), 𝑥(𝑡)] = 𝜕𝑘H(𝑡) dargestellt werden. Der Erwartungswert des Stromes berechnet
sich gemäß

⟨Ψ(𝑡)|𝒥(𝑡)|Ψ(𝑡)⟩ = ⟨Ψ(0)|U †(𝑡, 0)𝜕𝑘H(𝑡)U (𝑡, 0)|Ψ(0)⟩

= Tr{PU †(𝑡, 0)𝜕𝑘H(𝑡)U (𝑡, 0)} , (2.1)

wobei P den Projektor auf die anfänglich besetzten Bänder bezeichnet.
Mittels der Identität (siehe Anhang B)

𝜕𝑘U (𝑇, 0) = −𝑖∫
𝑡

0
U (𝑇, 𝑡)[𝜕𝑘H(𝑡)]U (𝑡, 0) d𝑡 (2.2)

ist die während einer Periode transportierte Ladung

𝑄(𝑇) =
1
𝐿 ∫

𝑇

0
⟨Ψ(𝑡)|𝒥(𝑡)|Ψ(𝑡)⟩ d𝑡 =

𝑖
𝐿Tr{PU †(𝑇)𝜕𝑘U (𝑇)} . (2.3)

Diese Beziehung gilt allgemein, da weder der Anfangszustand noch die Art des Treibens spezifiziert
wurde. Setzt man die Spektraldarstellung des Zeitentwicklungsoperators (1.14) (in Floquet-Basis) ein,
ergibt sich:

𝑄(𝑇) =
𝑖
𝐿Tr{

P ∑
𝛼 (

(−𝑖)𝑇𝜕𝑘𝜀𝛼|𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼| + ∑
𝛽≠𝛼

𝑒𝑖𝑇(𝜀𝛽−𝜀𝛼)|𝜙𝛽⟩⟨𝜙𝛽|𝜕𝑘𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼|
)}

. (2.4)

Dabei sind |𝜙𝛼⟩ die Floquet-Moden. Im Folgenden wird 𝑄(𝑇) in einen diagonalen Anteil

𝑄(𝑇)diag =
𝑇
𝐿Tr{P ∑

𝛼
𝜕𝑘𝜀𝛼|𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼|} (2.5)
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und einen nicht-diagonalen Anteil

𝑄(𝑇)off−diag =
𝑖
𝐿Tr{

P ∑
𝛼

∑
𝛽≠𝛼

𝑒𝑖𝑇(𝜀𝛽−𝜀𝛼)|𝜙𝛽⟩⟨𝜙𝛽|𝜕𝑘𝜙𝛼⟩⟨𝜙𝛼|
}

(2.6)

aufgespalten. Für ein nicht-entartetes Spektrum lässt sich zeigen, dass der nicht-diagonale Anteil
𝑄(𝑁𝑇)off−diag/𝑁 für𝑁 → ∞ verschwindet [49].Der diagonaleAnteil ist periodisch,womit𝑄(𝑁𝑇)diag/𝑁 =
𝑄(𝑇)diag gilt. Die Rechnungen werden unter der Annahme eines nicht-entarteten Spektrums fortgesetzt
und der nicht-diagonale Anteil vernachlässigt.
Für den Spezialfall, in dem der Anfangszustand aus einer Slater-Determinante von Eigenzuständen von
U (𝑇) besteht, gilt für den Anfangszustand

|Ψ(0)⟩ =
occ
∏
𝛼

∏
𝑘∈BZ

𝑓 †
𝑘,𝛼|0⟩ . (2.7)

Dabei ist 𝑓 †
𝑘,𝛼 der Erzeugungsoperator eines Teilchens in der Floquet-Bloch-Mode |𝜙𝑘,𝛼⟩. Der Projektor,

auf die eingangs besetzten Zustände ist durch

P =
occ
∑

𝛼
∑
𝑘∈BZ

|𝜙𝑘,𝛼⟩⟨𝜙𝑘,𝛼| (2.8)

gegeben. Wird dies in Gl. (2.5) eingesetzt und die Spur über Floquet-Bloch-Moden |𝜙𝛼,𝑘⟩ ausgeführt,
folgt

𝑄(𝑇) =
𝑇

2𝜋

occ
∑

𝛼
∫
BZ

𝜕𝑘𝜀𝑘,𝛼 d𝑘 (2.9)

im thermodynamischen Limes. Diese Gleichung ist Ausdruck des Hellmann-Feynman-Theorems für
Floquet-Systeme1

2.2. Zugang vonThouless - adiabatische Anregung

Betrachtet wird ein 1D System unter PBC. Dieses steht unter dem Einfluss eines zeitlich langsam
variierenden Potentials 𝑉(𝑥, 𝑡). Es wird die Periodizität des Potentials in der Zeit, mit Periode 𝑇, sowie
im Ort 𝑥, mit Periode 𝐿, gefordert. Zur Herleitung der Ladungstransportgleichung wird dem Zugang
von Thouless, unter Nutzung der bisher eingeführten Floquet-Theorie, gefolgt.
Der Grundzustand des Systems lässt sich über

|Ψ(0)⟩ =
occ
∏
𝛼

∏
𝑘∈BZ

𝑐†
𝛼,𝑘|0⟩ (2.10)

beschreiben, wobei 𝑐†
𝑘,𝛼 ein Teilchen im Bloch-Zustand |𝑢𝛼(𝑘)⟩ erzeugt. Für ein perfekt adiabatisch

getriebenes System sollte der, sich zeitlich entwickelnde, Vielteilchenzustand |Ψ(𝑇)⟩ demGrundzustand
sehr nahe sein. Dieser unterscheidet sich durch eine geometrische 𝛾𝛼,𝑘(𝑡) und eine dynamische Phase

1Das Hellmann-Feynman-Theorem in statischen Systemen lautet ⟨𝜓𝛼|𝜕𝜆H|𝜓𝛼⟩ = 𝜕𝜆𝐸𝛼 für einen Eigenzustand |𝜓𝛼⟩ und
Eigenwert 𝐸𝛼 von H. Die Verallgemeinerung auf Floquet-Systeme erfordert die Einführung eines neuen Skalarproduktes
⟨⟨…⟩⟩ = 1

𝑇 ∫𝑇
0 ⟨…⟩ d𝑡. Damit ergibt sich das Floquet-Hellmann-Feynman-Theorem:

⟨⟨𝜙𝛼|𝜕𝜆H𝐹|𝜙𝛼⟩⟩ = 𝜕𝜆𝜀𝛼

mit |𝜙𝛼⟩ als Floquet-Mode des Floquet-Hamilton-Operators H𝐹
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𝜃𝛼,𝑘(𝑡), was durch das adiabatische Theorem begründet ist [50, 51]. Die geometrische Phase wurde
erstmals von M. V. Berry eingeführt [52]. Der zeitlich entwickelte Vielteilchenzustand lässt sich
darstellen als

|Ψ(𝑇)⟩ =
occ
∏
𝛼

∏
𝑘∈BZ

𝑒𝑖𝛾𝛼,𝑘(𝑇)𝑒−𝑖𝜃𝛼,𝑘(𝑇)𝑐†
𝛼,𝑘|0⟩ , (2.11)

mit

𝛾𝛼,𝑘(𝑡) = ∫
𝑡

0
A𝛼,𝑘(𝑡) d𝑡 und 𝜃𝛼,𝑘(𝑡) = ∫

𝑡

0
𝐸𝛼(𝑡) d𝑡 . (2.12)

Dabei ist A𝛼,𝑘 = 𝑖⟨𝑢𝛼(𝑘)|𝜕𝑧𝑢𝛼(𝑘)⟩ der Berry-Zusammenhang des Bloch-Zustandes. Im adiabatischen
Limes sind die Einteilchenzustände ebenfalls Eigenzustände des Zeitentwicklungsoperators. Damit
sind die Floquet-Moden des Systems die Eigenzustände des Hamiltonians. Die Quasienergien der
Floquet-Moden sind über die Summe aus geometrischer und dynamischer Phase gegeben, sodass in
erster Ordnung

𝜀𝛼,𝑘 ≊ 𝜀0
𝛼,𝑘 =

1
𝑇 ∫

𝑇

0
(𝐸𝛼,𝑘(𝑡) + A𝛼,𝑘(𝑡)) d𝑡 (2.13)

gilt. Da die momentanen Bloch-Zustände im adiabatischen Limes mit Floquet-Moden identifiziert
werden können, kann Gl. (2.9) angewendet werden. Der diagonale Anteil des Ladungstransportes nach
einer Periode lässt sich darstellen als:

𝑄(𝑇) =
occ
∑

𝛼
∫
BZ

d𝑘
2𝜋 ∫

𝑇

0
(𝜕𝑘𝐸𝛼,𝑘(𝑡) + 𝑖⟨𝑢𝛼,𝑘|𝜕2

𝑡𝑘𝑢𝛼,𝑘⟩ + 𝑖⟨𝜕𝑘𝑢𝛼,𝑘|𝜕𝑡𝑢𝛼,𝑘⟩) . (2.14)

Aufgrund der 𝑘-Periodizität verschwindet der Term mit 𝜕𝑘𝐸𝛼,𝑘(𝑡). Wird der zweite Term partiell
integriert ergibt sich

𝑄(𝑇) =
occ
∑

𝛼
∫
BZ

d𝑘
2𝜋 ∫

𝑇

0
𝑖 (⟨𝜕𝑘𝑢𝛼,𝑘|𝜕𝑡𝑢𝛼,𝑘⟩ − ⟨𝜕𝑡𝑢𝛼,𝑘|𝜕𝑘𝑢𝛼,𝑘⟩) d𝑡 =

occ
∑

𝛼
∫
BZ

d𝑘
2𝜋 ∫

𝑇

0
Ω𝛼

𝑘,𝑡 d𝑡 .

(2.15)
Dies ist die Ladungstransportgleichung von Thouless [36]. Sie beschreibt den quantisierten Ladungs-
transport im perfekt adiabatischen Limes. Die Quantisierung geht darauf zurück, dass Ω𝛼

𝑘,𝑡 die Berry-
Krümmung des 𝛼-ten Bloch-Zustandes ist. Dabei ist die Berry-Krümmung nicht, wie üblicherweise,
abhängig von 𝑘𝑥 und 𝑘𝑦, sondern von 𝑘 und 𝑡. Das Integral lässt sich als Chern-Zahl auffassen, sodass
𝑄(𝑇) = ∑𝛼 C𝛼 ∈ Z gilt. Damit ist die transportierte Ladung quantisiert. Dies hat insbesondere zur
Folge, dass eine Besetzung aller Bloch-Zustände verschwindenden Ladungstransport bedeutet.
Allgemein kann die Quantisierung des Thouless-Ladungstransportes, im Bild der topologischen Cha-
rakteristik periodisch getriebener Systeme, aufgefasst werden als Konsequenz einer nicht-trivialen
Windungszahl der Quasienergiebänder. Somit besteht eine Korrespondenz zwischen der Dynamik des
Systems und der Invariante 𝜈𝑘.
Die Voraussetzung der perfekten Adiabatizität der Anregung ist essentiell für den quantisierten Trans-
port. Abweichungen von der perfekten Adiabatizität würden zu Korrekturtermen höherer Ordnung für
die zeitliche Entwicklung des Vielteilchenzustandes Anlass geben. Diese führen zu einem Verlust der
Quantisierung [47, 53].

Gebrochene Translationsinvarianz Die hier angeführte Rechnung basiert auf der Translationsinva-
rianz des Systems. Im Falle von Unordnung kann der Quasiimpuls 𝑘 nicht mehr als gute Quantenzahl
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Kapitel 2. Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

verwendet werden. Als Lösung wurde, in Ref. [37], die Einführung sogenannter „twisted boundary
conditions“ (TBC) vorgeschlagen. Für eine 1D Kette mit diesen Randbedingungen gilt:

𝜓(𝑥 + 𝐿) = 𝑒𝑖𝛼𝜓(𝑥) . (2.16)

wobei 𝛼 ein Phasenparameter ist. In Ref. [37] wurde weiterhin gezeigt, dass im thermodynamischen
Limes der exakte Wert von 𝛼 nicht relevant ist. Dieses Resultat wird später erneut aufgegriffen. Des
Weiteren konnte gezeigt werden, dass sich, im adiabatischen Limes, die transportierte Ladung pro
Periode als Integral über die Berry-Krümmung, in Abhängigkeit von 𝛼 und 𝑡, darstellen lässt. Dies führt
auf eine Chern-Zahl und somit zur Quantisierung der transportierten Ladung.

2.3. Zugang von Laughlin - Quanten-Hall-Effekt

Die Messergebnisse zum Quanten-Hall-Effekt [6] konnten von Laughlin als Konsequenz der Eichin-
varianz der Mobilitätskante gedeutet werden [38]. Sein Argument führte dazu, dass die Existenz von
delokalisierten Kantenzuständen Ergebnis einer nicht verschwindenden Hall-Leitfähigkeit ist. Diese
Schlussfolgerung ist sowohl im geordneten als auch ungeordneten Fall anwendbar.
Betrachtet wird ein 2D System, welches aufgrund PBC in 𝑦-Richtung Zylindergeometrie aufweist. Der
Umfang des Zylinders sei 𝐿𝑦. Dies ermöglicht die Einführung von 𝑘𝑦 als gute Quantenzahl.

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Quanten-Hall-Geometrie.

Nun wird, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, das System von einem Fluss Φ durchsetzt2. Dieser Fluss
geht über die Ersetzung

𝑘𝑦
� // 𝑘𝑦 + 2𝜋

𝐿 Φ (2.17)

in den Hamiltonian des Systems ein. Weiterhin werden Kontakte an die offenen Kanten des Zylinders
angebracht, um eine Spannung 𝑉𝑥 senkrecht zu 𝑘𝑦 anzulegen. Der Hall-Effekt liefert eine Relation
zwischen der Potentialdifferenz, zwischen den Kontakten, und dem Strom 𝐼𝑦. Der Stromoperator 𝒥𝑦
kann über die Änderung des Hamiltonians bei Variation des Flusses Φ dargestellt werden:

𝒥𝑦 =
𝜕H̃
𝜕𝑘𝑦

=
𝐿𝑦
2𝜋

𝜕H̃
𝜕Φ . (2.18)

2Dies ist eine etwas andere Variante, als sie in der Originalarbeit von Laughlin [38] verwendet wurde. Dort wurde ein
magnetisches Feld senkrecht zum Mantel genutzt, was einem radialen Fluss entspricht.

12 Lennard Berg



Kapitel 2. Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

Sei |Ψ⟩ der momentane Grundzustand des Systems, so kann der Erwartungswert der 𝑦-Komponente
des Stromoperators über das Hellmann-Feynman-Theorem berechnet werden:

⟨Ψ|𝒥𝑦|Ψ⟩ =
𝜕𝐸
𝜕Φ . (2.19)

Wird dieser Ausdruck, unter der Annahme einer langsamen (adiabatischen) Einbringung des Flusses
Φ, diskretisiert, gilt

𝐼𝑦 =
Δ𝐸
ΔΦ . (2.20)

Dabei beschreibt Δ𝐸 die Änderung der Energie infolge des Flusses. Für den Fall, dass das System
isolierend im Volumen ist, findet, außer eventuell an den Kanten, keine Veränderung statt. Solange das
System topologisch trivial ist, wird sich aber auch dort nichts ändern.
Um dies zu zeigen, wird angenommen, dass im System 𝑁 Zustände existieren, die das Fermi-Niveau
kreuzen (𝑁 kann auch null sein). Sei weiterhin der Fluss exakt ein Flussquant Φ = Φ0 = 1. Wird ein
ganzzahliges Vielfaches des Flussquants adiabatisch eingebracht, so gilt: Das von 𝑛Φ0 durchflossene
System ist eichäquivalent zum System ohne Fluss, denn das ganzzahlige Vielfache von Φ0 kann durch
eine Eichung entfernt werden |𝜓𝛼⟩ � // 𝑒𝑖𝑛𝜒|𝜓𝛼⟩ . Für nicht-ganzzahlige Werte wären die Randbe-
dingungen verletzt. Aufgrund der Eichäquivalenz sind die Spektren des Systems für Φ = 0 und Φ = Φ0
identisch. In Abbildung 2.2 ist der sogenannte Spektralfluss schematisch dargestellt. Der Totalraum ist
der Hilbert-Raum, welcher zu jedem Wert von Φ eine Familie an Eigenzuständen beinhaltet. Diese
unterscheiden sich durch eine Phase.

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des spektralen Flusses bei adiabatischer Einbringung des
Flussquants Φ0.

Das Spektrum des Hamiltonians geht bei diesem Prozess in sich selbst über. Wie verhalten sich die
Zustände? Nach Gl. (2.17) ändert sich der Impuls eines besetzten Zustandes um 2𝜋/𝐿𝑦. Das ist der
Abstand (energetisch) zweier benachbarter Niveaus in 𝑘𝑦-Richtung. Jeder Zustand, der die Fermi-
Energie kreuzt, besitzt dann ein besetztes Niveau oberhalb und ein unbesetztes unterhalb. Diese beiden
Zustände aber sind räumlich separiert auf der oberen und unteren Kante des Zylinders. Da während des
ganzen Prozesses eine Spannung 𝑉𝑥 anliegt, muss die Energieänderung exakt derjenigen entsprechen,
die nötig ist, um 𝑁 Elektronen (bzw. Löcher) durch diese Potentialdifferenz zu bewegen: Δ𝐸 = 𝑁𝑉𝑥.
Da ΔΦ = 1, folgt eine quantisierte Hall-Leitfähigkeit

𝜎𝑥𝑦 = 𝐼𝑦/𝑉𝑥 = 𝑁 . (2.21)

Im Ergebnis ist die Quantisierung der Hall-Leitfähigkeit eine unmittelbare Konsequenz von Kantenzu-
ständen, mit Energien innerhalb der Bandlücke der Volumenzustände. Dieses rein auf der Eichinvarianz
basierende Ergebnis behält seine Gültigkeit bei Anwesenheit von Unordnung, vorausgesetzt die Mobili-
tätskante ist offen (siehe Abschnitt 3.1) und die Kantenzustände sind delokalisiert.
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2.4. Nicht-adiabatische Effekte im Ladungstransport

Da die transportierte Ladung pro Periode in adiabatisch getriebenen Systemen quantisiert ist, soll nun
verstanden werden, warum dies für den Fall, dass das System nicht-adiabatisch getrieben wird, nicht
mehr möglich ist.

AFI-Modell Es wird der Ladungstransport im nicht-adiabatischen Fall, am Beispiel des AFI-Modells
(siehe Abschnitt 1.1), untersucht. Die Berechnung des Ladungstransportes erfolgt wiederum für eine
Zylindergeometrie, wobei der Zylinder von einem Fluss Φ durchsetzt wird, welcher parallel zur Zylin-
derachse gerichtet ist. Der Fluss tritt im Hamiltonian über 𝑘𝑥

� // 𝑘𝑥 + 2𝜋
𝐿𝑥

Φ auf. Durch geeignete
Wahl der Eichung kann das Problem auf TBC zurückgeführt werden [25]. Anstatt jeder parallelen Linie
eine Phase 𝑒𝑖𝑥2𝜋Φ/𝐿𝑥 zu geben, wird sich auf eine Linie, welche eine Phase 𝑒𝑖Φ erhält, beschränkt3. Dies
entspricht exakt den TBC. Der Fluss Φ wird hier noch nicht benötigt, allerdings die Periodisierung
in einer der Raumkoordinaten, da es sonst keine Möglichkeit gibt den Stromoperator im Ortsraum
sinnvoll zu definieren (siehe Abschnitt 2.1). Um den Anfangszustand eindeutig zu charakterisieren,
wird der Zylinder von der oberen Kante an bis zur Hälfte mit Elektronen besetzt. Des Weiteren sei der
Anfangszustand als Slater-Determinante aus Floquet-Zuständen initialisiert, womit der Projektor auf
die initialen Floquet-Zustände |𝜓𝛼⟩ durch

P = ∑
𝛼𝛼′

𝑐𝛼𝛼′ |𝜓𝛼⟩⟨𝜓𝛼′ |, mit 𝑐𝛼𝛼′ = ∑
𝐫∈Γocc

⟨𝜓𝛼|𝐫⟩⟨𝐫|𝜓𝛼′⟩ (2.22)

gegeben ist. Dabei enthält Γocc die Gitterplätze 𝐫 ∈ Γ, welche besetzt werden.
In der hier gewählten Situation können die Resultate aus Abschnitt 2.1 verwendet werden. Dafür
muss sowohl die Ersetzung 𝑘 ≡ 𝑘𝑥

� // Φ als auch die Spur über Floquet-Moden |𝜙𝛼⟩ durchgeführt
werden. Da der Hamiltonian eine Summe über 𝑘𝑥 und Φ ist, gilt

𝒥𝑥 =
𝜕H̃
𝜕𝑘𝑥

=
𝜕H̃
𝜕Φ . (2.23)

Damit ergibt sich für Gl. (2.6)4:

𝑄(𝑇)diag = 𝑇 ∑
𝛼

𝑛𝛼𝜕Φ ̃𝜀𝛼 , (2.24)

𝑄(𝑇)off−diag = 𝑖 ∑
𝛼𝛼′

𝛼′≠𝛼

𝑒𝑖𝑇( ̃𝜀𝛼′− ̃𝜀𝛼)𝑐𝛼𝛼′⟨𝜙𝛼|𝜕Φ𝜙𝛼′⟩ . (2.25)

Dabei ist 𝑛𝛼 = 𝑐𝛼𝛼 die Besetzungswahrscheinlichkeit des 𝛼-ten Floquet-Zustandes. Wir werden immer
den kumulativen Ladungstransport über lange Zeiten betrachten, sodass

𝑄(𝑁𝑇)diag/𝑁 = 𝑇 ∑
𝛼

𝑛𝛼𝜕Φ ̃𝜀𝛼 = 𝑄(𝑇)diag (2.26)

und

𝑄(𝑁𝑇)off−diag/𝑁 =
𝑖
𝑁 ∑

𝛼𝛼′
𝛼′≠𝛼

𝑒𝑖𝑁𝑇( ̃𝜀𝛼′− ̃𝜀𝛼)𝑐𝛼𝛼′⟨𝜙𝛼|𝜕Φ𝜙𝛼′⟩ (2.27)

3Siehe Abschnitt 3.5, Abbildung 3.7.
4Der Faktor 1/𝐿 kommt in dieser Gleichung nicht vor. Dies hängt mit der Wahl der Eichung zusammen.
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die Ausgangsgleichungen darstellen. Für ein nicht-entartetes Spektrum folgt lim
𝑁→∞

𝑄(𝑁𝑇)/𝑁 = 𝑄(𝑇)diag

(siehe Abschnitt 2.1).
Da der konkrete Wert von Φ im thermodynamischen Limes irrelevant ist, ergibt sich für die transpor-
tierte Ladung

𝑄(𝑇)diag =
𝑇

2𝜋 ∑
𝛼

𝑛𝛼 ∫
2𝜋

0
𝜕Φ ̃𝜀𝛼 dΦ . (2.28)

Dabei tritt die Windungszahl des 𝛼-ten Floquet-Bandes um die FBZ, bei Variation des Flusses von 0 zu
2𝜋, auf. Da die Quasienergien glatte Funktionen von Φ sind und für Φ = 0 und 2𝜋 übereinstimmen
müssen, kann eine Quantisierung der Windungszahl gefolgert werden. Im Folgenden werden Volumen-
und Kantenzustände getrennt betrachtet. Ein Volumenzustand kann dispersiv auf den Fluss reagieren,
jedoch kann er keine nicht-triviale Windung aufweisen, womit 𝜕Φ ̃𝜀𝛼 ≈ 0 gilt. Für den Fall U (𝑇) = 1,
ist das Volumenband nicht-dispersiv und die Kantenzustände kreuzen dies ohne jegliche Kopplung
(Hybridisierung). Dies impliziert eine stetige Windung der Kantenzustände um die FBZ. Für diesen
Fall könnte also höchstens die Besetzungswahrscheinlichkeit eine Abweichung verursachen. Dies ist in
der gewählten Variante der Besetzung initialer Zustände nicht möglich. Da die gesamte obere Hälfte
des Zylinders mit Teilchen besetzt ist, ist ein Kantenzustand, welcher auf der oberen bzw. unteren Kante
lokalisiert ist, mit Wahrscheinlichkeit eins bzw. null besetzt.
Für den Fall eines dispersiven Volumenbandes U (𝑇) ≠ 1 können die Kantenzustände das Band
nicht kreuzen, es kommt zu einer Kopplung zwischen dem Volumen und den Kanten. Damit existiert
implizit eine Kopplung zwischen beiden Kanten. Der Zustand muss also das Volumenband passieren.
Dort sind vermiedene Kreuzungen vorhanden, welche kleine Bandlücken darstellen. Diese öffnen
sich an Resonanzpunkten (für Ω > 0), welche einen Entartungspunkt von Zuständen mit nicht
verschwindendem Überlapp darstellen. Es konnte gezeigt werden, dass die Bandlücke, welche sich dort
öffnet, exponentiell klein in 1/Ω ist [54].
Zusammenfassend kann gefolgert werden: Die vermiedenen Kreuzungen verursachen exponentiell
kleine Abweichungen in der Windungszahl. Die Größe der Bandlücken steht im Zusammenhang
mit der Frequenz, mit der das System getrieben wird, und die Abweichung des Transportes von der
Quantisierung ergibt sich als Summe über alle Bandlücken. Ein Floquet-Band kann sich nicht stetig
um die FBZ winden [46, 47, 55].
Angewandt auf das AFI-Modell bedeutet dies einen Verlust der Quantisierung des Ladungstransportes
abseits perfekter Kopplung.

Numerische Betrachtung Für die numerische Berechnung wird folgende Darstellung der Transport-
gleichungen verwendet (siehe Anhang B):

𝑄(𝑇) = 𝑖 ∑
𝛼𝛼′

𝑐𝛼𝛼′⟨𝜓𝛼|Ũ †(𝑇)𝜕ΦŨ (𝑇)|𝜓𝛼⟩ . (2.29)

Für die Berechnung der transportierten Ladung nach dieser Gleichung ist eine Bestimmung der Ei-
genvektoren |𝜓𝛼⟩ von Ũ (𝑇) notwendig. Diese erfolgt mittels linearer Algebra Routinen von NumPy
[56]. Die Berechnung von 𝜕ΦŨ erfolgt teils analytisch, teils mittels numerischer Matrixmultiplikati-
on. Da durch die Wahl der Eichung nur der erste und dritte Zeitschritt des Anregungsprotokolls im
AFI-Modell betroffen sind, existiert eine explizite Φ-Abhängigkeit nur für Ũ1(𝑇) = Ũ1(𝑇, Φ) und
Ũ3(𝑇) = Ũ3(𝑇, Φ). Damit folgt (Abhängigkeiten unterdrückt):

𝜕ΦŨ = Ũ5Ũ4[𝜕ΦŨ3]Ũ2Ũ1 + Ũ5Ũ4Ũ3Ũ2[𝜕ΦŨ1] . (2.30)
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Abbildung 2.3.: Darstellung von 𝑄(𝑁𝑇)/𝑁 (oben) und 𝑄(𝑁𝑇)off−diag/𝑁 (unten) für verschiedene Para-
meterpaare (J , Δ) über eine stroboskopische Zeit von 800𝑇 und Systemgröße 𝐿 = 50 × 50.

Es wird der Transport für die in Tabelle 1.1 gelisteten Parameter betrachtet. Die berechneten Daten für
ein𝐿 = 50×50Gitter sind inAbbildung 2.3 dargestellt. ImoberenDiagramm ist die kumulativ gemittelte
transportierte Ladung 𝑄(𝑁𝑇)/𝑁 in Abhängigkeit von der stroboskopischen Zeit 𝑁𝑇 dargestellt. Für
perfekte Kopplung (blau) ist, wie erwartet, quantisierter Transport für alle Zeiten zu erkennen. Für
alle anderen betrachteten Parameterpaare sind zu Beginn des Transports die Werte nicht quantisiert;
für lange Zeiten stellt sich ein oszillatorisches Verhalten ein, welches gegen den diagonalen Anteil
konvergiert (der ebenfalls nicht quantisiert ist). In Abbildung 2.3 (unteres Bild) ist das Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils 𝑄(𝑁𝑇)off−diag/𝑁 für lange Zeiten gezeigt. Dies zeigt, dass im nicht-adiabatisch
getriebenen AFI-Modell für lange Zeiten kein quantisierter Transport auftritt. Dieses Ergebnis lässt
sich für allgemeine 𝑑-dimensionale nicht-adiabatisch getriebene Systeme verallgemeinern.
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KAPITEL 3.

Unordnungseffekte in Floquet-topologischen Isolatoren

In diesem Abschnitt wird die Auswirkung verschiedener Unordnungsarten auf den Ladungstransport
in Floquet-Systemen untersucht. Dafür wird eine kurze Einführung in die Anderson-Lokalisierung
gegeben. Es wird eine neue topologische Phase, der sogenannte AFAI, eingeführt, welche bemerkens-
werte physikalische Eigenschaften hat, wie z. B. einen quantisierten Ladungstransport, eine quantisierte
Leitfähigkeit sowie eine quantisierte Magnetisierungsdichte [25, 29, 30, 57]. Es sollen die grundlegen-
den Eigenschaften dieser Phase verstanden werden, insbesondere warum sich eine Quantisierung des
Ladungstransportes ausbildet. Dabei wird der Arbeit aus Ref. [25] gefolgt.

3.1. Anderson-Lokalisierung

P. W. Anderson stellte 1958 in seiner Originalarbeit [39] fest, dass Zustände in zufälligen Potentialen
lokalisieren können. Anderson-Lokalisierung kann als Quanteninterferenzeffekt aufgefasst werden.
Mögliche Pfade des Teilchens durch das Gitter können miteinander interferieren und zum Einfrieren
der Dynamik führen.
Betrachtet wird eine Wellenfunktion |𝜓(𝐫, 𝑡)⟩ auf einem GitterZ𝑑, welche initial auf dem Gitterplatz 𝐫0
lokalisiert ist. Diese weist in der zeitlichen Entwicklung ein diffusives Verhalten auf, d. h. dieWellenfunk-
tion breitet sich in der Zeit über das gesamte Gitter aus. Wenn zusätzlich Unordnung, z. B. in Form eines
zufälligen Potentials der Gitterplätze (nicht jede Art der Unordnung ist zur Anderson-Lokalisierung
fähig) eingeführt wird, kann dieses Verhalten verloren gehen. Der Verlust des diffusiven Verhaltens
resultiert in einer Beschränkung der Ausbreitung der Wellenfunktion in der zeitlichen Entwicklung.
Damit bleibt |𝜓(𝐫, 𝑡)|2, für alle Zeiten 𝑡, beschränkt. Die Verteilung der Wellenfunktion nimmt in der
Regel eine charakteristische Exponentialform an:

|𝜓(𝐫)|2 ∼ 𝑒−|𝐫|/𝑙loc . (3.1)

Dabei ist 𝑙loc die Lokalisierungslänge. Das Teilchen befindet sich, für lange Zeiten, am wahrscheinlich-
sten, in einem Bereich des Gitters, welcher durch 𝑙loc abgesteckt wird.
Anderson-Lokalisierung hängt von der Dimensionalität des Gitters und der Stärke der Unordnung ab.
Falls 𝑑 = 1, 2 gilt, konnte gezeigt werden, dass alle Zustände, unabhängig von der Stärke der Unord-
nung, lokalisieren. In den Dimensionen drei oder höher ist eine kritische Unordnungsstärke notwendig,
um alle Zustände zu lokalisieren [40]. Für Unordnungsstärken, welche kleiner als die kritische sind,
existieren lokalisierte und delokalisierte Zustände, die durch sogenannte Mobilitätskanten energetisch
separiert sind. Beim Erreichen des kritischen Wertes berühren sich die Mobilitätskanten und es kommt
zu einem Metall-Isolator-Übergang (Anderson-Übergang). Eine experimentelle Messung dessen fin-
det sich in Ref. [58]. Die Phase, welche bei überkritischen Unordnungsstärken auftritt nennen wir
Anderson-Isolator.
Die vollständige Lokalisierung aller Zustände in 2D Systemen, bei jeder Unordnungsstärke, kann nur
auftreten wenn es topologisch trivial ist. In einem topologisch nicht-trivialen System (Chern-Zahl
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ungleich null) dagegen sind die Kantenzustände bis zu einer kritischen Unordnungsstärke geschützt.
Dieser kritische Wert ist dadurch bestimmt, dass ein Kantenzustand nur dann vernichtet werden kann,
wenn die Bandlücke (in der er spektral existiert) mit zunehmender Unordnung geschlossen wird [35,
59]. Das hängt damit zusammen, dass die Bänder, welche die Chern-Zahlen tragen, erst zusammen-
kommen müssen, um diese zu ändern. Damit hat die nicht-triviale Topologie einen entscheidenden
Einfluss auf das Lokalisierungsverhalten in niederdimensionalen Systemen.

3.2. Anomaler Floquet-Anderson-Isolator

Ein FI wird, unter dem Einfluss von Unordnung, AFAI genannt, falls

1. die Kantenzustände bei allen Quasienergien existieren und mit den Volumenzuständen koexistie-
ren, sowie

2. die Volumenzustände vollständig lokalisiert sind.

Existenz Im Hinblick auf die Existenz des AFAI wird das AFI-Modell (siehe Abschnitt 1.1) mit fol-
gender Modifikation betrachtet: Im fünften Segment des Anregungsprotokolls besitzt jeder Gitterplatz
ein zufälliges Potential. Dieses wirkt sich derart aus, dass jeder Zustand eine Änderung seiner Pha-
se erfährt 𝜀𝛼

� // 𝜀𝛼 + 𝜒 . Dabei sei 𝜒 ∈ [−𝜙, 𝜙], mit 𝜙 als Unordnungsstärke, gleichverteilt. Bei
perfekter Kopplung, hat diese Art der Unordnung keinerlei Auswirkung auf das System, außer einer
Phasenrandomisierung. Das ohne Unordnung flache Volumenband wird auf einen Bereich [−𝜙, 𝜙]
ausgedehnt, bleibt jedoch vollständig lokalisiert. Die Kantenzustände sind weiterhin bei allen Quasiener-
gien vorhanden. Damit ist die Koexistenz von Kanten- und Volumenzuständen bei allen Quasienergien,
falls 𝜙 = 𝜋, gegeben. Unter diesen Bedingungen kann von der Erhaltung des bisher quantisierten
Transportes ausgegangen werden.
Dies zeigt prinzipiell die Existenz des AFAI. Was daraus nicht hervorgeht, ist die Stabilität bei Variation
der Parameter J und Δ. Die Invarianz unter Parametervariationen ist essentiell für die Charakterisie-
rung des AFAI als topologische Phase. Dies wird im Folgenden genauer untersucht.

Rechtfertigung der Definition Gemäß seiner Definition besitzt der AFAI Eigenschaften, die sich
stark von jenen unterscheiden, die in statischen Systemen realisierbar sind. Im statischen Fall sind
delokalisierte Kantenzustände immer an die Existenz delokalisierter Zustände im Volumen gebunden
[35]. Dazu betrachten wir ein System in Zylindergeometrie, welches von einem magnetischen Fluss
durchsetzt wird. Diemöglichen Änderungen der Eigenzustände während des adiabatischen Anschaltens
des Flusses sind gegeben durch

1. die Erhaltung der Energie, oder

2. einem Fluss zu einer neuen.

Wie bereits bekannt, zeigen Kantenzustände letzteres und Volumenzustände ersteres Verhalten. Wenn
der Fluss auf ein Flussquant angewachsen ist, ist der Hamiltonian eichäquivalent zu dem Hamiltonian
ohne Fluss. Dies bedeutet, dass der spektrale Fluss der Kantenzustände endlich bleibt, was nur möglich
ist wenn die Kantenzustände an delokalisierte Volumenzustände koppeln. Dieses Argument stützt sich
darauf, dass in statischen Systemen das Spektrum beschränkt ist und von Volumenzuständen begrenzt
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werden muss, welche delokalisiert (dispersiv) sind. Im periodisch getriebenen Fall handelt es sich um
ein periodisches Spektrum, welches nicht durch Volumenzustände begrenzt werden muss, sondern
es können Kantenzustände existieren, welche über die Quasienergiezone hinweg Volumenzustände
koppeln. Damit der spektrale Fluss endlich bleibt, ist kein delokalisierter Volumenzustand notwendig,
welchermit demKantenzustand koppelt. Die Terminierung des spektralen Flusses hat in der Periodizität
der FBZ eine Lösung. Es kann sich ein Kantenzustand stetig und geschlossen um die FBZ winden.
Damit dies möglich ist, müssen die Volumenzustände vollständig lokalisiert sein, da andernfalls der
Kantenzustand mit Volumenzuständen hybridisieren würde. Diese Überlegungen führen genau auf die
Definition des AFAI, wobei Unordnung genutzt wird um die Lokalisierung der Volumenzustände zu
erreichen.

3.3. AFI-Modell mit Unordnung

Abbildung 3.1.: a) AFI-Modell unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (P). Diese Unordnung
wirkt ausschließlich im fünften Segment des Anregungsprotokolls. b) AFI-Modell unter dem Einfluss
von Unordnungsvariante (D). Diese Unordnung wirkt in allen fünf Segmenten.

Um den Einfluss der Unordnung im AFAI zu untersuchen, werden zwei verschiedene Unordnungsarten
diskutiert.
Die erste Unordnungsart, im folgenden Phasenunordnung (P) genannt, wurde für die Begründung der
Existenz des AFAI bereits verwendet. Sie tritt im Modell in der Form

H(𝑡) = Hclean(𝑡) + 𝑓5(𝑡) ∑
𝐫∈Γ

𝜉𝑃
𝐫 𝑐†

𝐫 𝑐𝐫 (3.2)

auf, mit den Definitionen und H(𝑡) = Hclean(𝑡) aus Gl. (1.1). Dabei ist 𝜉𝑃
𝐫 eine gitterplatzabhängige

Zufallsvariable, welche gleichverteilt aus [−𝜒, 𝜒] gewählt wird. Eine schematische Darstellung der
Änderung des Anregungsprotokolls findet sich in Abbildung 3.1 a).
Häufig besteht nur ein Interesse an dem Ergebnisse für maximale Unordnungsstärke 𝜒 = 𝜋, da diese
eine eindeutige Einordnung des Regimes (AFAI oder Anderson-Isolator) ermöglicht. Die Wirkung
von (P) auf einen Zustand tritt erst nach seiner Propagation ein. Im geordneten Fall hätte |𝜓𝛼⟩ nach

Lennard Berg 19



Kapitel 3. Unordnungseffekte in Floquet-topologischen Isolatoren

einer Periode eine Phase 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇 erhalten. Durch Unordnung wird die Phase neu verteilt. Für perfekte
Kopplung hat der Zustand nach einer Periode eine Phase 𝑒−𝑖𝜀𝛼𝑇+𝜉𝐫 , wenn er auf dem Gitterplatz
𝐫 ∈ Γ endet. Für den Fall 𝜒 = 𝜋 erfährt der Zustand eine vollständige „Phasenrandomisierung“ über
den komplexen Einheitskreis. Weiterhin können, unter der Wirkung von (P), Zustände Anderson-
lokalisieren (sieheAbschnitt 3.1). DieVolumenzustände lokalisieren, imFalle einer trivialenChern-Zahl,
vollständig (unabhängig von der Unordnungsstärke). Die zweite Unordnungsvariante (D) platziert in
jedem Zeitschritt zufällige Potentiale auf den Gitterplätzen. Dabei sind diese in jedem Schritt gleich.
Diese Unordnungsart wird durch

H(𝑡) = Hclean(𝑡) + ∑
𝐫∈Γ

𝜉𝐷
𝐫 𝑐†

𝐫 𝑐𝐫 (3.3)

beschrieben. Dabei ist 𝜉𝐷
𝐫 eine ortsabhängige Zufallsvariable, welche gleichverteilt dem Intervall

[−𝑊/2, 𝑊/2] zu entnehmen ist. Eine schematische Darstellung dessen findet sich in Abbildung 3.1 b).
Diese Art der Unordnung greift explizit in die Kopplungen ein und verändert damit zufällig die Wahr-
scheinlichkeiten für ein Teilchen zwischen gekoppelten Gitterplätzen zu „hüpfen“. Es ist bekannt, dass
diese Art der Unordnung zur Anderson-Lokalisierung führt, sodass, in 2D, alle Volumenzustände
lokalisieren, falls C = 0 [39, 40].
Im Folgenden soll verstanden werden, welche topologischen Eigenschaften im geordneten System vor-
handen sein müssen, sodass der AFAI erwartet werden kann. Dabei werden zwei Fälle unterschieden:
C = 0 und C = ±1, wobei eine nicht-triviale W3 Invariante vorausgesetzt wird.

Abbildung 3.2.: Auswirkungen der Unordnungsvarianten auf die Quasienergieverteilung, für den Fall
C = ±1. Dabei werden in blau und rot die delokalisierten Kantenzustände und in schwarz und grau
die lokalisierten, respektive delokalisierten, Volumenzustände gezeigt. Unordnungsvariante (P) ist für
maximale Stärke gezeigt 𝜒 = 𝜋. Dies ist der Fall, in dem die Kantenzustände nicht annihilieren.
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Fall C = ±1 (Abbildung 3.2): Hier tritt ein Kantenzustand in das obere Volumenband von unten/
oben ein.
Unordnungsvariante (D): Es ist bekannt, dass die Kantenzustände bis zu einer gewissen Unord-
nungsstärke Bestand haben können. Solange die Mobilitätskanten sich nicht berühren, ist die
topologische Phase geschützt. Diese bezeichnen wir als Floquet-Anderson-Isolator. Im Floquet-
Anderson-Isolator kann ein Kantenzustand nicht bei allen Quasienergien existieren, sondern ist
durch die Mobilitätskanten des Volumenbandes eingeschränkt. Beim Schließen der Mobilitäts-
kante annihilieren die Kantenzustände und das System erfährt einen Phasenübergang zu einem
Anderson-Isolator. Der Annihilationsprozess ist unabhängig davon, welche der Bandlücken sich
zuerst schließt.

Abbildung 3.3.: Prozesse unter der Einwirkung von Unordnungsvariante (P). Für 𝜒 > 0 repräsentieren
die grauen Abschnitte die Bänder im geordneten Fall. Im Haupttext 𝜉1 = 0 und 𝜉2 = ±𝜋/𝑇.

Unordnungsvariante (P): Die Volumenzustände lokalisieren nicht vollständig bis eine kritische
Unordnungsstärke 𝜒𝑐 erreicht wird. Für 𝜒 < 𝜒𝑐 < 𝜋 ist keine der Bandlücken geschlossen
worden. Damit ist das Volumenband, über einen Bereich ±𝜒, weiter ausgedehnt, als im geordneten
Fall (siehe Abbildung 3.3). Hier koexistieren (delokalisierte) Kantenzustände und (lokalisierte)
Volumenzustände bei den selben Quasienergien. Wenn 𝜒 = 𝜒𝑐 erreicht wird, kommt es zum
Schließen einer der beiden Bandlücken. Dabei muss unterschieden werden, welche zuerst schließt.
Sei beispielsweise W𝜋/𝑇 = 1 und W0 = 0. Die Größe der Bandlücken sei durch Δ𝜋/𝑇

Gap , respektive
Δ0
Gap, gegeben. Falls Δ0

Gap > Δ𝜋/𝑇
Gap gilt, schließt sich bei 𝜒 = 𝜒𝑐 die Bandlücke mit W𝜋/𝑇 = 1,

was eine Annihilation der Kantenzustände zur Folge hat, sowie eine vollständige Lokalisierung
aller Zustände: in diesem Fall resultiert ein Anderson-Isolator. Falls Δ0

Gap < Δ𝜋/𝑇
Gap gilt, schließt

sich die Bandlücke mit W0 = 0. Dies führt dazu, dass der Kantenzustand sich vollständig um
die FBZ windet und die Volumenzustände vollständig lokalisieren: in diesem liegt ein AFAI vor.
Beide Fälle werden durch die Bedingung Δ0

Gap = Δ𝜋/𝑇
Gap separiert. In Abbildung 3.2 ist letzterer

Fall, für 𝜒 = 𝜋, dargestellt.
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Fall C = 0 (Abbildung 3.4): Hier tritt ein Kantenzustand in das obere Volumenband von unten/ oben
ein und verlässt dieses von oben/ unten. Dies ist der interessanteste Fall in Floquet-topologischen
Systemen, da dieser den Zusammenbruch der Chern-Zahl als topologische Invariante nach sich
zieht. Da die Volumenzustände vollständig lokalisiert sind,muss der Kantenzustand diese kreuzen.
Die Kopplung zum Volumenband ist ausgeschlossen, somit windet sich der Kantenzustand stetig
um die FBZ. Dies setzt die vollständige Lokalisierung voraus. Damit ist die Koexistenz von
lokalisierten Volumen- und delokalisierten Kantenzuständen gewährleistet. Diese Betrachtung
ist unabhängig von den Unordnungsvarianten.

Abbildung 3.4.: Auswirkungen der Unordnungsvarianten auf die Quasienergieverteilung, für den Fall
C = 0. Dabei werden in blau und rot die delokalisierten Kantenzustände und in schwarz und grau
die lokalisierten, respektive delokalisierten, Volumenzustände gezeigt. Unordnungsvairante (P) ist für
maximale Stärke 𝜒 = 𝜋 gezeigt.

An dieser Stelle sei der wesentliche Unterschied beider Varianten hervorgehoben: Die zufällige Vertei-
lung von Potentialen auf den Gitterplätzen in jedem Segment, erfordert die Anwesenheit von Kantenzu-
ständen in beiden Bandlücken, damit möglicherweise ein AFAI realisiert wird. Bei Phasenunordnung
wird im Allgemeinen nur die Anwesenheit eines Kantenzustandes benötigt, um einen AFAI zu realisie-
ren.
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3.4. Statistische Methoden zur Beschreibung ungeordneter Systeme

In diesem Abschnitt werden zwei Methoden zur Klassifizierung von Lokalisierungs-Delokalierungs-
Übergängen diskutiert und auf das AFI-Modell (Abschnitt 1.1) angewendet.

3.4.1. Level spacing ratio

Die Untersuchung der Verteilung von Eigenwerten von Floquet-Hamiltonians kann genutzt werden,
um Lokalisierungs-Delokalisierungs-Übergänge zu studieren [60]. Es wurde bereits bemerkt, dass
die Quasienergie-Dispersionen von delokalisierten Volumenzuständen (mit nicht verschwindendem
Überlapp) sich nicht kreuzen dürfen, womit eine Abstoßung zwischen den Energieniveaus herrscht.
Sind hingegen alle Volumenzustände vollständig lokalisiert, sodass der Überlapp zwischen räumlich
separierten Zuständen vernachlässigbar klein ist, können sich die Energieniveaus beliebig nahe kommen.
Diese Betrachtungsweise führt zu einer wichtigen Unterscheidung in der Statistik beider Quasienergie-
Verteilungen. Die sogenannte „level spacing ratio“ (LSR) ist definiert als:

𝔰𝛼 ∶=
min{𝛿𝛼, 𝛿𝛼−1}
max{𝛿𝛼, 𝛿𝛼−1}

∈ [0, 1], mit 𝛿𝛼 = 𝜀𝛼+1 − 𝜀𝛼 . (3.4)

Hier beschreibt 𝛿𝛼,𝛼−1 den spektralen Abstand vom 𝛼-ten Floquet-Zustand zum darüber- bzw. darun-
terliegenden Zustand. Die LSR ist das Verhältnis der beiden Abstände, welches derart gewählt wird,
dass es immer zwischen null und eins liegt. Anhand der Verteilung P(𝔰) der LSR 𝔰𝛼 kann zwischen
lokalisierten und delokalisierten Zuständen unterschieden werden [60]. Für delokalisierte Zustände
erwartet man eine Verteilung

Pext(𝔰) ∶= PGUE(𝔰) =
32
𝜋2 𝔰2𝑒−4𝔰2/𝜋 , (3.5)

die dem sogenannten „gaussian unitary ensemble“ (GUE) folgt. In dieser Verteilung scheinen sich
Energieniveaus abzustoßen (Pext(0) = 0), so wie es für delokalisierte Zustände mit endlichen räum-
lichen Überlapp zu erwarten ist. Für lokalisierte Zustände mit vernachlässigbarem Überlapp sollten
Quasienergien unabhängig voneinander verteilt sein, was zur Poisson-Verteilung

Ploc(𝔰) ∶= PPoi(𝔰) = 𝑒−𝔰 . (3.6)

führt. Als Indikator für lokalisierte oder delokalisierte Zustände, können wir den Erwartungswert der
Verteilungen als Kontrollparameter nutzen. Dieser ist durch

⟨Pext(𝔰)⟩ ≈ 0.603, und ⟨Ploc(𝔰)⟩ ≈ 0.386 (3.7)

gegeben [61].

LSR im AFI-Modell Es wird die LSR genutzt, um die vollständige Lokalisierung der Volumenzustän-
de im AFI-Modell, unter dem Einfluss von Unordnung, zu bestätigen. Falls dies erfüllt ist, folgt die
Existenz der Kantenzustände bei allen Quasienergien aus bisherigen Diskussionen. Für eine anschauli-
che Darlegung dessen, kann auch das Propagationsverhalten eines initial angeregten Gitterzustandes
betrachtet werden, wie in Ref. [25].
Das AFI-Modell wird unter PBC verwendet, sodass ausschließlich Informationen über die Volumenzu-
stände erhalten werden. In Abbildung 3.5 ist die gemittelte LSR ⟨𝔰⟩𝛼 für beide Unordnungsvarianten
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in Abhängigkeit von der jeweiligen Unordnungsstärke dargestellt. Es wurde dabei über 300 Unord-
nungsrealisierungen, sowie über die LSR aller Zustände gemittelt. Dabei wurde eine Systemgröße von
𝐿 = 70 × 70 verwendet. In Teilbild a) ist die Unordnungsvariante (D) zu sehen. Die LSR ⟨𝔰⟩𝛼 geht
mit steigender Unordnungsstärke von der GUE- in die Poisson-Verteilung über. Die kleinen Abwei-
chungen vom exakten Wert verschwinden im thermodynamischen Limes. Nur das Parameterpaar
(J , Δ) = (1.25, 0) ist noch weit von der Poisson-Verteilung entfernt. In Teilbild b) ist die Unordnungs-
variante (P) zu sehen, welche für alle Parameterpaare, bei maximaler Unordnungsstärke, eine sehr
genaue Übereinstimmung mit der Poisson-Verteilung zeigt. Selbst das kritische Parameterpaar aus a)
zeigt hier eine deutliche Annäherung an die Verteilung, welche für 𝐿 → ∞ exakt sein sollte.

0 5 10
Unordnungsstärke𝑊𝑇

0.40

0.45

0.50

0.55

0.60

⟨ 𝔰
⟩ 𝛼

Poi

GUE

a)

0 𝜋/2 𝜋
Unordnungsstärke𝜒

b)
(J , Δ)

(1.25, 0)
(1.4, 0)
(𝜋/2, 0)
(𝜋/2, 0.2)

Abbildung 3.5.: Darstellung der gemittelten LSR ⟨𝔰⟩𝛼, in Abhängigkeit der jeweiligen Unordnungsstärke,
für ein System der Größe 𝐿 = 70 × 70. Gemittelt wurde über 300 Unordnungsrealisierungen. a) Zeigt
die Ergebnisse unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (D) und b) von Unordnungsvariante (P).

3.4.2. Inverse participation ratio

Die „inverse participation ratio“ (IPR) ist eine weitere Größe, umAnderson-Lokalisierung zu quantifizie-
ren. Die IPR ist als zweitesMoment der räumlichenWahrscheinlichkeitsverteilung einerWellenfunktion
definiert. Auf einem 𝑑-dimensionalen Gitter Z𝑑 ist die IPR des 𝛼-ten Zustandes definiert als:

𝔭𝛼 = ∑
𝐫∈Z𝑑

|⟨𝐫|𝜓𝛼⟩|
4 . (3.8)

Um zu verstehen, wie die IPR zwischen lokalisierten und delokalisierte Zuständen unterscheidet,
betrachten wir ein Gitter mit 𝐿 Plätzen. Ist der Zustand |𝜓𝛼⟩ delokalisiert, und damit im Wesentlichen
über die gesamten 𝐿 Gitterplätze gleichverteilt, so ist 𝔭𝛼 ∼ 1/𝐿. Im thermodynamischen Limes 𝐿 → ∞
verschwindet also die IPR. Für einen lokalisierten Zustand, der im Wesentlichen auf eine endliche
Zahl an Gitterplätzen eingeschränkt ist, bleibt die IPR dagegen endlich. Insbesondere für einen streng
auf einen Gitterplatz lokalisierten Zustand gilt 𝔭𝛼 = 1, unabhängig von 𝐿. Damit kann für große 𝐿
entschieden werden, ob ein Zustand (eher) lokalisiert ist (für 𝔭𝛼 ≫ 1/𝐿) oder delokalisiert ist (für
𝔭𝛼 ≪ 1/𝐿).
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Des Weiteren kann die IPR als Abschätzung der Lokalisierungslänge verwendet werden:

𝔭−1
𝛼 ≳ 𝑙𝛼loc . (3.9)

Dieser Zusammenhang lässt sich für ein 1D System leicht verstehen. Sei |𝜓𝛼⟩ ein lokalisierter Zustand,
also |⟨𝐫|𝜓𝛼⟩|

2 ∼ 𝑒−|𝐫|/𝑙𝛼loc . Bei der Berechnung von 𝔭 besitzen nur dieGitterplätze innerhalb des Intervalls
𝐼 = [−𝑙𝛼loc/2, 𝑙𝛼loc/2] einen nicht zu vernachlässigenden Beitrag. Damit ist 𝔭𝛼 ≳ 1/𝑛, wobei 𝑛 die Anzahl
an Gitterplätzen in 𝐼 beschreibt. Die Anzahl ist proportional zu 𝑙𝛼loc, sodass (3.9) folgt. Für höhere
Dimensionen 𝑑 ≥ 1, gilt die Verallgemeinerung 𝑛 ∼ (𝑙𝛼loc)

𝑑 und damit 𝔭𝛼 ≃ (𝑙𝛼loc)
−𝑑.

IPR und Lokalisierungslängen im AFI-Modell Die Lokalisierung der Volumenzustände des AFI-
Modells unter dem Einfluss vonUnordnung kann nun auf einem zweitenWeg bestätigt werden. Für eine
Untersuchung des AFI-Modells bei großen Unordnungsstärken und dem zugehörigen Phasenübergang
wird auf Ref. [25] verwiesen. Über 𝔭𝛼 ≃ (𝑙𝛼loc)

−2 liegt zusätzlich eine Abschätzung der Lokalisierungslän-
ge bei gegebener Unordnungsstärke vor. Es werden nur gemittelte Größen ⟨𝔭⟩𝛼 und ⟨𝑙loc⟩𝛼 betrachtet.
Dabei wird einerseits über die Unordnungsrealisierungen, als auch über alle Zustände gemittelt. In
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Abbildung 3.6.: Mittlere IPR ⟨𝔭⟩𝛼 und Lokalisierungslänge ⟨𝑙loc⟩𝛼 für eine Systemgröße von 𝐿 =
70 × 70. Es wurde jeweils eine Mittelung über 300 Unordnungsrealisierungen durchgeführt. a) Zeigt
die Ergebnisse unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (D) und b) von Unordnungsvariante (P).
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Abbildung 3.6 ist die mittlere IPR und die Lokalisierungslänge (diese stellt nur eine Abschätzung dar)
für eine Systemgröße von 𝐿 = 70 × 70 dargestellt. In Teilbild a) ist Unordnungsvariante (D) dargestellt.
Es ist zu sehen, dass für mittlere Unordnungsstärken 𝑊𝑇 ∈ [4, 8] die mittlere Lokalisierungslänge
viel kleiner als die Systemgröße ist, was auf eine vollständige Lokalisierung der Zustände schließen
lässt. Auch hier ist eine größere Abweichung des Parameterpaares (J , Δ) = (1.25, 0) zu erkennen
(im Vergleich zu den übrigen). Für Unordnungsstärken > 8 beginnen die Zustände zu delokalisieren.
Dieses Verhalten ist mit einem Anderson-Übergang bei größeren Unordnungsstärken (𝑊𝑇 ≈ 20)
zu begründen [25]. In Teilbild b) ist Unordnungsvariante (P) dargestellt. Wir sehen für maximale
Unordnungsstärke, dass für alle Parameterpaare eine Lokalisierungslänge vorliegt, welche weit kleiner
als die Systemgröße ist.
Aus den Resultaten beider Abschnitte kann eine vollständige Lokalisierung der Volumenzustände für
beide Unordnungsvarianten geschlossen werden. Für das Parameterpaar (J , Δ) = (1.25, 0), unter
Einwirkung von (D), ist diese Aussage nicht gesichert.

3.5. Ladungstransport unter dem Einfluss von Unordnung

In Abschnitt 2.4 wurde der Ladungstransport im AFI-Modell diskutiert und festgestellt, dass außerhalb
der perfekten Kopplung kein quantisierter Transport stattfinden kann. Dies war der Kopplung von Kan-
tenzuständen in die Volumenbänder geschuldet womit sich die Quasienergiebänder der Kantenzustände
nicht mehr vollständig um die FBZ winden.

Allgemeine Betrachtungen An dieser Stelle können die Resultate für den Ladungstransport aus
Abschnitt 2.4 übernommen werden, da in Anwesenheit von Unordnung die Herleitung des Ladungs-
transportes Bestand hat. Es muss beachtet werden, dass zusätzlich über die Unordnungsrealisierungen
gemittelt werden muss. Dies wird, wie bereits zuvor, gekennzeichnet mit ⟨…⟩. Es gibt eine weitere Mög-
lichkeit der Mittelung: wie in Abschnitt 2.4 erwähnt, ergibt die Wahl des Stromoperators 𝒥𝑥 = 𝜕ΦH̃
nur Sinn, wenn eine Eichung festgelegt wurde. Diese wird derart gewählt, dass alle Gitterplätze 𝐫 ∈ Γ
mit 𝑥 = 𝑥0 eine Phase 𝑒−𝑖Φ erhalten (siehe Abbildung 3.7 b)). Die Bestimmung der transportierten
Ladung sollte unabhängig von der Wahl des 𝑥0 sein. Es kann für alle 𝑥0 ∈ Γ𝑥 der Transport berechnet,
welcher über dieser Linie stattfindet und anschließend gemittelt werden. Diese Mittelung ist äquivalent
zu der über die Unordnungsrealisierungen. Dafür wird keine weitere Notation verwendet.
Der Ladungstransport ist durch Gl. (2.29) gegeben. Analog zu den dort gemachten Überlegungen kann
auch hier ⟨𝑄⟩𝑇 in einen diagonalen und nicht-diagonalen Anteil aufgeteilt werden. Jedoch ist das Ver-
schwinden des nicht-diagonalen Anteils für lange Zeiten nicht gesichert und bedarf einer gesonderten
Untersuchung, die letztlich auf die Quantisierung des Ladungstransportes im AFAI führt. Vor der
genaueren (numerischen) Untersuchung dieser Situation soll zunächst ein physikalisches Argument
gegeben werden, wie die Quantisierung des Ladungstransportes im AFAI ermöglicht wird.

Quantisierter Transport im idealen AFAI Die Begründung ist der von Laughlin zur Quantisierung
derHall-Leitfähigkeit ähnlich.Wenn das System in der Zylindergeometrie von einem Fluss Φ durchsetzt
wird, und alle Bedingungen des AFAI erfüllt sind, gilt:

• die Wirkung des Flusses auf vollständig lokalisierte Zustände verschwindet. Diese besitzen eine
triviale Antwort auf den Fluss 𝜕Φ ̃𝜀 = 0. Präziser ausgedrückt können die Energien sich um einen
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Abbildung 3.7.: a) Darstellung der Besetzung des Gitters und die Durchsetzung dessen durch den Fluss
Φ. b) Darstellung der Wahl der Eichung.

Betrag proportional zu 𝑒−𝐿/𝑙loc ändern. Für ein System, welches groß genug ist (𝐿 ≫ 𝑙loc), gilt
𝜕Φ ̃𝜀 ≈ 0.

• die Wirkung des Flusses auf Kantenzustände entspricht beim Einbringen von exakt einem Fluss-
quant der Verschiebung (energetisch) von einem Zustand in den nächsten. Die Quasienergien
benachbarter Zustände unterscheiden sich um 2𝜋/(𝐿𝑥𝑇), sodass 𝜕Φ ̃𝜀 = ±2𝜋/(𝑇𝐿𝑥) gilt. Daraus
kann gefolgert werden, dass, im Falle der Summierung über alle Zustände nahe einer Kante, die
transportierte Ladung pro Periode quantisiert ist.

Die Eichäquivalenz des Hamiltonians nach der Einbringung eines Flussquants ist für die Folgerungen
entscheidend. An dieser Stelle sei das etwas technischere Argument aus Ref. [25] dargelegt.
Zunächst wird eine Deformation des Hamiltonians betrachtet, um die Invariante 𝜈Φ (siehe Gl. (1.17))
nutzen zu können. Diese kann mit der Zahl der Kantenzustände 𝑛edge identifiziert werden. Da diese
jedoch nur wohldefiniert ist, wenn der Zeitentwicklungsoperator im Volumen der Identität gleicht,
muss dieser homotop abgeändert werden. Wie bereits bekannt, ist dies über die „pull-back“-Abbildung
möglich. Diese zieht den Zeitentwicklungsoperator Ũ (𝑇) auf die Identität zurück (siehe Anhang A Gl.
(A.7)). Diese Abbildung soll derart abgeändert werden, dass sie die Kanten des Systems unberührt lässt
und das Volumen auf die Identität zurückzieht (siehe Abbildung 3.8). Der deformierter Propagator
erhält eine Blockstruktur (siehe Gl. (1.18)). Dabei wirken die Operatoren Ũ𝜀,1/2(𝑇) ausschließlich in
einer Umgebung der Kante, welche bis zu einer Tiefe von 𝑙0 in den Zylinder hineinragen soll (genaueres
dazu findet sich in Ref. [25]). Der exakte Wert von 𝑙0 > 0 ist nicht relevant, solange er viel größer als
die Lokalisierungslängen der Volumenzustände im undeformierten Fall ist. Damit gilt

|𝜈1/2
Φ | = 𝑛1/2

edge , (3.10)

mit 1/2 als Indizierung für Ũ1/2(𝑇). Eine von null verschiedeneWindungszahl 𝜈Φ impliziert die Existenz
von delokalisierten Kantenzuständen, da alle Volumenzustände lokalisiert sind und einen vernachläs-
sigbaren spektralen Fluss aufweisen. Damit ist auch begründet, weshalb der exakte Wert von 𝑙0 nicht
relevant sein kann: wenn 𝑙0 größer gewählt wird, kommen lokalisierte Zustände hinzu, welche keinen
Beitrag leisten. Damit kann 𝑛edge nicht geändert werden.
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Abbildung 3.8.: SchematischeDarstellung derDeformation undder Blockstrukturwelche Ũ𝜀(𝑇)dadurch
erhält. Rechts ist die Struktur der Deformation dargestellt, welche auf H𝜀

𝐹 angewendet werden muss,
um den gewünschten Effekt zu erzielen. Die Abänderung des Volumenpropagators ist notwendig um
die Invariante (Windungszahl) sauber definieren zu können.

Diese Konstruktion weist die idealisierte Eigenschaften für einen quantisierten Transport unter dem
Einfluss von Unordnung auf. Im Folgenden soll verstanden werden, weshalb, bis auf exponentiell kleine
Korrekturen, diese Konstruktion mit dem undeformierten Propagator identifiziert werden kann. Es
muss ⟨𝑄⟩diag𝑇 = 𝑛edge für den AFAI gelten, selbst wenn U (𝑇) ≠ 1 gilt.

Quantisierter Transport im AFAI Betrachtet wird ein System in Zylindergeometrie, welches von
einem Fluss Φ durchsetzt wird. Weiterhin wird das Gitter von der oberen Kanten an bis zu einer Länge
𝑙0 ≫ 𝑙loc mit Elektronen besetzt. Die Bestimmung des Anfangszustandes ist analog zu Abschnitt 2.4,
sodass der Projektor auf die initial besetzten Zustände durch Gl. (2.22) bestimmt ist. Damit können die
bisher bekannten Gleichungen zur Berechnung der transportierten Ladung verwendet werden (siehe
Gl. (2.29)). Unter der Annahme, dass für lange Zeiten der nicht-diagonale Anteil verschwindet, wird
zur Diskussion nur der diagonale Anteil benötigt. Dieser ist durch

⟨𝑄⟩diag𝑇 =
𝑇

2𝜋 ∑
𝛼

𝑛𝛼 ∫
2𝜋

0
𝜕Φ ̃𝜀𝛼 dΦ (3.11)

gegeben (siehe Gl. (2.28)). Damit ist der einzige Unterschied im Vergleich zu 𝑛edge (siehe Gl. (1.16)
und (1.19)) die Anwesenheit der initialen Besetzungswahrscheinlichkeit 𝑛𝛼 = 𝑐𝛼𝛼 sowie die Tatsache,
dass Ũ (𝑇) nicht zwangsläufig der Identität im Volumen gleicht. Es sei angemerkt, dass nur, wenn der
Anfangszustand als Slater-Determinante aus Floquet-Eigenzuständen gewählt wird, die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten exakt null oder eins sind, im Allgemeinen aber auch andere Werte annehmen
kann. Die möglichen Beiträge aus Gl. (3.11) werden genauer betrachtet:

• Bei der Variation von Φ kommt es zu vermiedenen Kreuzungen, sodass z. B. ein Zustand, wel-
cher sehr nahe der Kante lokalisiert ist 𝑦 ≪ 𝑙0, mit einem Zustand, welcher nahe dem Ende
des Füllstandes 𝑦 ∼ 𝑙0 lokalisiert ist, hybridisiert. Falls bei der Variation von Φ ein derartiger
Resonanzpunkt auftritt, wird sowohl 𝜕Φ ̃𝜀𝛼 als auch 𝑛𝛼 beeinflusst. Aufgrund dessen, dass die
Zustände räumlich separiert sind, sind deren Kopplungen exponentiell klein. Damit die Hybridi-
sierung signifikant wird, müssen die Energien mit exponentieller Genauigkeit eingestellt werden.
Die Abweichungen sind exponentiell klein ∼ 𝑒−𝑙0/𝑙loc und die Anzahl solcher Resonanzen wächst
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nur polynomial in der Systemgröße, sodass für 𝐿𝑦 ≫ 𝑙0 ≫ 𝑙loc (und 𝐿𝑥 ∼ 𝐿𝑦) der Effekt auf
⟨𝑄⟩diag𝑇 vernachlässigbar klein ist [25].

Die restlichen Beiträge, welche zu Abweichungen führen, können in 3 Kategorien eingeteilt werden.

1. Zustände, welche weit weg von der besetzten Region lokalisiert sind 𝑦 ≫ 𝑙0, haben nur expo-
nentiell kleine Besetzungswahrscheinlichkeiten 𝑛𝛼, sodass deren Beitrag zum Ladungstransport
vernachlässigbar klein ist.

2. Zustände, welche nahe der Kante in der gefüllten Region lokalisiert sind 𝑦 ≪ 𝑙0, haben nahezu
perfekte Besetzungszahlen 𝑛𝛼 ≈ 1. Der Beitrag dieser Zustände zum Transport, als auch die
Zustände selber, sollten insensitiv gegenüber dem Deformationsprozess sein.

3. Zustände, welche nahe demRand der gefüllten Region lokalisiert sind 𝑦 ∼ 𝑙0, können Besetzungs-
zahlen aufweisen, welche weder nahe null noch nahe eins sind. Sie sind wie alle Volumenzustände
des AFAI lokalisiert, womit 𝜕Φ ̃𝜀𝛼 einen exponentiell kleinen Beitrag liefert, welcher vernachläs-
sigbar ist.1

Damit kann man schließen, dass im thermodynamischen Limes die exponentiell kleinen Fehler ver-
schwinden und alle relevanten Beiträge zu ⟨𝑄⟩diag𝑇 , bis auf exponentiell kleine Änderungen unter der
Deformation, erhalten bleiben, sodass

⟨𝑄⟩diag𝑇 = 𝑛edge (3.12)

für den AFAI gelten muss. Insbesondere ist die transportierte Ladung quantisiert.

Numerische Ergebnisse

Zur numerischen Untersuchung wurde das AFI-Modell mit beiden Unordnungsvarianten (D), (P)
implementiert, und der Ladungstransport mittels Gl. (2.29) berechnet. Eine Beschreibung der nume-
rischen Methoden findet sich in Abschnitt 2.4, wobei nun bei der Erstellung der Matrizen Ũ (𝑇) bzw.
𝜕ΦŨ (𝑇) die Unordnung zu berücksichtigen ist. Für beide Unordnungsvarianten werden die Parameter-
paare aus Abschnitt 1.2 Tabelle 1.1 untersucht.

In Abbildung 3.9 ist der diagonale Anteil ⟨𝑄⟩diag𝑇 , der transportierten Ladung, für beide Unordnungsva-
rianten gezeigt. Es wurde eine Systemgröße von 𝐿 = 50 × 50 verwendet und über 300 Unordnungsrea-
lisierungen gemittelt. Teilbild a) zeigt den Fall für Unordnungsvariante (D). Für die perfekte Kopplung
(blau) ist die Quantisierung erst im thermodynamischen Limes exakt. Dies hängt mit dem expliziten
Eingreifen von (D) in das Kopplungsverhalten zusammen. Für zwei weitere Parameterpaare (rot und
grün) liegt der Transport sehr nahe bei eins, und man kann annehmen, dass der Transport im thermo-
dynamischen Limes quantisiert ist. Für das letzte Parameterpaar (türkis), welches bei der Untersuchung
der Lokalisierungseigenschaften schon Abweichungen aufwies (siehe Abbildung 3.5), kann selbst im
thermodynamischen Limes keine Quantisierung des Transportes erwartet werden. Teilbild b) zeigt den
Fall für Unordnungsvariante (P). Es ist für alle vier Parameterpaare eine Quantisierung des Transportes
für den Fall maximaler Unordnungstärke (𝜒 = 𝜋) zu sehen. Hervorgehoben sei, dass die perfekte
Kopplung ihren perfekt quantisierten Wert von eins für alle Unordnungsstärken beibehält. Alle anderen

1An dieser Stelle kann zusätzlich angemerkt werden, dass Volumenzuständen keinen persistenten Strom tragen können,
sodass für die Langzeitbetrachtung des Systems klar ist, dass diese Zustände keinen Beitrag liefern können.
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Abbildung 3.9.: Transportierte Ladung ⟨𝑄⟩diag𝑇 in Abhängigkeit der jeweiligen Unordnungstärke. Das
System hat eine Größe von 𝐿 = 50 × 50 und es wurde über 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. In
a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) ist die Unordnungsvariante (P) dargestellt.

Parameterpaare kommen der eins so nahe, dass bei dieser Systemgröße ein relativer Fehler von 10−10

besteht.
Die Daten aus Abbildung 3.9 können nicht unabhängig von der Betrachtung des nicht-diagonalen An-
teils diskutiert werden. InAbbildung 3.10 ist zusätzlich ⟨𝑄⟩off−diag

𝑁𝑇 in Abhängigkeit der stroboskopischen
Zeit 𝑁𝑇 dargestellt. In Teilbild b) ist für alle vier Parameterpaare ein oszillatorisches Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils zu sehen. Der Transport in dem System wird demnach für lange Zeiten durch
den diagonalen Anteil beschrieben. Dieser ist nach Abbildung 3.9 im Limes 𝐿 → ∞ quantisiert. Für
Teilbild a) existieren zwei Beiträge (rot und türkis) welche nicht gegen null konvergieren. Dieses Verhal-
ten ist in der endlichen Systemgröße begründet, sodass für den Limes 𝑁, 𝐿 → ∞ ein Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils erwartet wird. Wird weiterhin auf die Skalierung der Achsen in a) geachtet, so
ist eindeutig, dass, z. B. für die türkise Kurve, der gezeigte Wert keine Korrektur zur Quantisierung des
Parameterpaares beitragen kann.
Weiterhin sind die Skalierungseigenschaften mit der Systemgröße zu untersuchen. Dazu wird der Fall
J ∈ [0, 𝜋/2]) und Δ = 0 betrachtet. In Abbildung 3.11 ist die Abhängigkeit des diagonalen Anteils der
transportierten Ladung in Abhängigkeit vonJ und der Systemgröße 𝐿 gezeigt. Die gestrichelten (roten)
Linien markieren die Phasengrenzen, welche Abbildung 1.4 entnommen sind. In Teilbild a) ist die
Unordnungsvariante (D) zu sehen. Innerhalb der ersten Phase (C = 0 und triviale Windungszahl) ist
bis kurz vor der Phasengrenze J ≈ 𝜋/4 kein Transport zu sehen. Die Skalierung, die der Transport am
Ende aufweist, ist so schwach, dass sich keine eindeutige Aussage über das Verhalten für 𝐿 → ∞ treffen
lässt. In der zweiten Phase (C = ±1) ist ein nahezu linearer Anstieg des Transportes zu erkennen. Hier
lässt sich ebenfalls keine eindeutige Aussage treffen. In der letzten Phase lässt sich eine Konvergenz zum
quantisierten Ladungstransport vermuten. Es wird vermutet, dass die letzte Phase (für Δ = 0) durch
die Unordnungsvariante (D), im thermodynamischen Limes, perfekt quantisierten Transport aufweist.
In Teilbild b) ist Unordnungsvariante (P) dargestellt. Hier ist zu erkennen, analog zu Teilbild a), dass in
der ersten Phase kein Transport bis kurz vor der Phasengrenze stattfindet. Die Skalierung lässt darauf
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Abbildung 3.10.: Transportierte Ladung ⟨𝑄⟩off−diag
𝑁𝑇 in Abhängigkeit der stroboskopischen Zeit 𝑁𝑇. Das

System hat eine Größe von 𝐿 = 50 × 50 und es wurde über 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. In
a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) die Unordnungsvariante (P) dargestellt.

schließen, dass der Transport für 𝐿 → ∞ verschwindet. Damit ist diese Phase dem Anderson-Isolator
zuzuordnen. Für die zweite und dritte Phase ist zu vermuten, dass im thermodynamischen Limes ein
AFAI vorliegt. Genauer wird vermutet, dass sich für 𝐿 → ∞ eine Stufenfunktion ausbildet, welche
in der ersten Phasen der Wert null und in der zweiten und dritten Phase den Wert eins annimmt.
Diese Vermutung ist den in Abbildung 3.11 zu beobachtenden Skalierungseigenschaften geschuldet, die
rechts bzw. links vom näherungsweisen Fixpunkt bei J = 𝜋/4 zu monoton fallendem bzw. steigenden
Verhalten von ⟨𝑄⟩diag𝑇 als Funktion von 𝐿 führt. Die Beobachtungen zu Abbildung 3.11 decken sich mit
bisherigen Diskussionen (siehe Abschnitt 3.3).
Abschließend soll der Transport in demselben Parameterraum ((J , Δ) ∈ [0, 𝜋/2]2) untersucht werden,
wie es für die Chern-Zahl getan wurde (siehe Abbildung 1.4). EineDarstellung beider Phasendiagramme
ist in Abbildung 3.12 dargestellt. Dabei wurde eine Systemgröße von 𝐿 = 50×50 verwendet. Im rechten
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Abbildung 3.11.: Abhängigkeit des diagonalen Anteils ⟨𝑄⟩diag𝑇 der transportierten Ladung vom Pa-
rameter J für verschiedene Systemgrößen. Alle Daten wurden über 300 Unordnungsrealisierungen
gemittelt. In a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) die Unordnungsvariante (P) gezeigt. Die
gestrichelten (roten) Linien markieren die Phasengrenzen, welche Abbildung 1.4 entnommen wurden.

Bild ist Unordnungsvariante (D) dargestellt. Hier ist es, aufgrund der nicht eindeutigen Skalierung von
⟨𝑄⟩diag𝑇 (siehe Abbildung 3.11), nicht möglich eine verlässliche Erwartung für die Phasengrenzen im
thermodynamischen Limes anzugeben. Es ist jedoch zu erkennen, dass in einem endlichen Intervall von
J und Δ der Transport sehr nahe am quantisierten Wert liegt. In diesem Bereich ist eine perfekte Quan-
tisierung für 𝐿 → ∞ zu erwarten. Im rechten Bild ist das Phasendiagramm der Unordnungsvariante (P)
gezeigt. Im Vergleich zu (D) ist der Bereich, welcher einen (nahezu) quantisierten Transport aufweist,
größer. Dies deckt sich mit bisherigen Diskussionen. Angelehnt an Abschnitt 3.3 wurde durch die blaue
Linie der Bereich gekennzeichnet, welcher die Phasengrenze für 𝐿 → ∞ bestimmt. Der Bereich des
AFAI ist durch die Bedingung:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

Δ0
Gap ≷ Δ𝜋/𝑇

Gap , falls C = ±1 (oberes Volumenband)

vollständig , falls C = 0, W0 = W𝜋/𝑇 ≠ 0
(3.13)

gegeben. Der Bereich, welcher durch diese Bedingung nicht erfasst wird, ist dem Anderson-Isolator
zuzuordnen.

Zusammenfassend zeigen diese Daten, dass es in einem endlichen Parameterbereich (J , Δ), unter dem
Einfluss beider Unordnungsvarianten, zu einer näherungsweisenQuantisierung des Transportes kommt.
Dies entspricht einem diagonalen Anteil ⟨𝑄⟩diag𝑇 des Ladungstransportes, der nahe dem quantisierten
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Wert von eins ist, wobei der nicht-diagonale Anteil für lange Zeit gegen null konvergiert. Die Frage, ob
das hier betrachtete Modell einen AFAI als topologische Phase im strengen Sinn realisiert, lässt sich
mit unseren numerischen Daten nicht beantworten. Dafür wären Untersuchungen größerer Systeme
notwendig, um die jetzt vermuteten Konvergenzen bestätigen zu können.

Abbildung 3.12.: Diagonaler Anteil des Ladungstransportes ⟨𝑄⟩diag𝑇 für (J , Δ) ∈ [0, 𝜋/2]2. Es ist
𝐿 = 50 × 50 und es wurde über 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. Linkes Bild: stellt Unord-
nungsvariante (D) dar. Rechtes Bild: stellt Unordnungsvariante (P) dar. Es ist zusätzlich in blau, die im
thermodynamischen Limes erwartete, Phasengrenze angegeben (siehe Abschnitt 3.3 und Gleichung
(3.13)).
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Zusammenfassung und Ausblick

Unter dem Einfluss von Unordnung kann sich in periodisch getriebenen Systemen eine neue topologi-
sche Phase ausbilden, der sogenannte AFAI, welcher erstmals von Titum et al. in Ref. [25] eingeführt
wurde.
In der vorliegenden Arbeit wird einerseits die Möglichkeit untersucht, mit verschiedenen Unordnungs-
arten ein periodisch getriebenes System in die AFAI Phase zu überführen, andererseits werden die
dabei auftretenden Effekte auf den Ladungstransport studiert. Insbesondere widmet sich die Arbeit der
Frage, unter welchen Bedingungen der Ladungstransport quantisiert ist.

In Kapitel 1 wird zunächst der AFI vorgestellt, als Beispiel einer topologischen Phase in periodisch
getriebenen Systemen, welche kein Gegenstück in statischen Systemen besitzt. Hierzu wird das von
Rudner et al. in Ref [24] vorgeschlagene Modell benutzt. Am Beispiel dieses Modells wird diskutiert,
dass die Chern-Zahl keine geeignete Invariante ist, um die Volumen-Kanten-Korrespondenz in peri-
odisch getriebenen Systemen zu formulieren. Stattdessen werden die Invarianten 𝜈 und W3 verwendet,
welche die Homotopieklassen von 𝜋1(𝑈(𝑁)) bzw. 𝜋3(𝑈(𝑁)) beschreiben. Aus physikalischer Sicht
liefert 𝜈 den Ladungstransport pro Periode, während W3 die Topologie des Volumens klassifiziert. Die
Volumen-Kanten-Korrespondenz in periodisch getriebenen Systemen besteht nun darin, dass 𝜈 und
W3 denselben Wert haben.

In Kapitel 2 wird analysiert, wie sich der Ladungstransport in periodisch getriebenen Systemen be-
schreiben lässt. Dazu wird der formale Zusammenhang zwischen der transportierten Ladung und der
Invariante 𝜈 abgeleitet.
Während für adiabatisch getriebene Systeme die Arbeiten von Thouless und Laguhlin die Quantisierung
des Transportes bzw. der Leitfähigkeit erklären, zeigt sich, dass für nicht-adiabatisch getriebene Systeme
die Quantisierung im Allgemeinen verloren geht. Als Ursache hierfür werden vermiedene Kreuzungen
in Volumenbändern und ein mangelnder Überlapp zwischen initialen und momentanen Zuständen
identifiziert. Quantisierter Transport im nicht-adiabatischen Fall tritt nur bei bestimmten Parametern
auf, so im AFI-Modell in perfekter Kopplung (J , Δ) = (𝜋/2, 0). Diese Situation zeichnet sich durch
flache Volumenbänder aus, sodass sich die Quasienergie-Dispersion eines Kantenzustandes vollständig
um die FBZ windet.

In Kapitel 3 werden Unordnungseffekte auf den Ladungstransport untersucht und das Konzept der
Anderson-Lokalisierung eingeführt. InKombinationmit topologischenKantenzuständen kannAnderson-
Lokalisierung zum AFAI führen, der durch die Koexistenz von delokalisierten Kantenzuständen und
vollständig lokalisierten Volumenzuständen bei allen Quasienergien charakterisiert ist. Es wird erklärt,
warum der AFAI quantisierten Ladungstransport nicht nur bei bestimmten Parametern, sondern in
einem endlichen Parameterbereich aufweist, und damit eine eigenständige topologische Phase dar-
stellt. Für das AFI-Modell wird anhand zweier Unordnungsvarianten die Möglichkeit untersucht, den
AFAI zu realisieren. Die numerische Untersuchung dieses Modells bestätigt die Existenz des AFAI
insoweit, dass die Volumenzustände unter dem Einfluss beider Unordnungsvarianten lokalisieren und
der Ladungstransport bis auf Korrekturen quantisiert ist, die der endlichen Systemgröße zugeschrieben
werden können.
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Ein strenger Nachweis der perfekten Quantisierung des Ladungstransportes, und damit der eindeutigen
Existenz des AFAI als topologische Phase, kann durch die numerischen Untersuchungen endlicher
Systeme allerdings nicht erreicht werden. In nachfolgenden Arbeiten sollte daher eine numerische
Behandlung größerer Systeme zusammen mit einem „finite-size-scaling“ erfolgen, mit dem die (in der
Systemgröße exponentiell kleinen) Korrekturen zur exakten Quantisierung erfasst werden können.
Darüber hinaus wäre es interessant zu sehen, ob sich die in Ref [62] für nicht-hermitesche periodisch
getriebene 1D Ketten gefundene perfekte Quantisierung des Ladungstransportes auch auf ungeordnete
2D Systeme übertragen und mit dem Konzept des AFAI verbinden lässt. Hierzu müsste das in der
vorliegenden Arbeit verwendete Modell eines AFAI so erweitert werden, dass sich Kantenzustände
durch eine imaginäre Bandlücke trennen lassen.
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ANHANG A.

A.1.

Beweis des Matrixexponentials (1.8)

Zunächst wird Gl. (1.6) Umformuliert zu

H𝑛(𝑡, 𝐤) = ⟨𝐀𝑛, 𝛔⟩ , (A.1)

mit 𝛔 = (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧)𝜏 und 𝐀𝑛 = (−J cos(⟨𝐤, 𝛄𝑛⟩), −J sin(⟨𝐤, 𝛄𝑛⟩), Δ)𝜏. Es gilt 𝜇𝐚𝑛 = 𝐀𝑛, mit
𝜇 = ‖𝐀𝑛‖ = √J 2 + Δ2. Zu berechnen ist demnach das Exponential 𝑒−𝑖𝜇⟨𝐚𝑛,𝛔⟩. Um dies geschickt
anzugehenwerden die Antikommutatorrelationen der Pauli-Matrizen {𝜎𝑖, 𝜎𝑗} = 2𝛿𝑖𝑗1 sowie (𝜎 𝑗)2 = 1,
für 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, genutzt. Die Potenzen von ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩ ergeben sich zu:

⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩2 = [(𝑎𝑥
𝑛𝜎𝑥)2 + (𝑎𝑦

𝑛𝜎𝑦)2 + (𝑎𝑧
𝑛𝜎𝑧)2]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

=‖𝐚𝑛‖
2
1=1

+ [𝑎𝑥
𝑛𝑎𝑦

𝑛{𝜎𝑥, 𝜎𝑦} + 𝑎𝑥
𝑛𝑎𝑧

𝑛{𝜎𝑥, 𝜎𝑧} + 𝑎𝑦
𝑛𝑎𝑧

𝑛{𝜎𝑦, 𝜎𝑧}]⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
=0

= 1

⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩3 = ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩2 ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩

= ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩

⋮

⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩2𝑛 = 1 (A.2)

⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩2𝑛+1 = ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩ (A.3)

Mit der Kenntnis der Relationen (A.2) und (A.3) lässt sich das Matrixexpoential bestimmen:

𝑒𝑖𝜇⟨𝐚𝑛,𝛔⟩ =
∞

∑
𝑘=0

(𝑖𝜇 ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩)𝑘

𝑘!
= 1

∞
∑
𝑘=0

(−1)2𝑘𝜇2𝑘

(2𝑘)!
+ 𝑖 ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩

∞
∑
𝑘=0

(−1)2𝑘+1𝜇2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

= 1 cos𝜇 + 𝑖 ⟨𝐚𝑛, 𝛔⟩ sin𝜇

= 1 cos𝜇 + 𝑖 ⟨𝐀𝑛, 𝛔⟩
sin𝜇

𝜇 (A.4)

Einsetzen von 𝐀𝑛 liefert das Resultat (1.8), mit 𝜎0 = 1 und der Exponentialdarstellung von Sinus und
Kosinus.

Beweis der Identität (1.11)

Es sei U (𝑇 + 𝑡, 𝑇) = U (𝑡, 0) für einen Zeitentwicklungsoperator zu Zeigen, welcher von einem 𝑇-
Periodischen Hamiltonian erzeugt wird.
Der Zeitentwicklungsoperator ist bekanntermaßen durch die Eigenschaft U (𝑡)|𝜓𝛼(0)⟩ = |𝜓𝛼(𝑡)⟩ cha-
rakterisiert. Aufgrund dessen erfüllt U (𝑡) die Bewegungsgleichung

𝑖𝜕𝑡U (𝑡) = H(𝑡)U (𝑡) , (A.5)
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welche Gl. (1.3) als Lösung hat. Sei V(𝑡) ∶= U (𝑇 + 𝑡, 𝑇) = U (𝑇 + 𝑡, 0)U †(𝑡, 0) so kann dies in Gl. (A.5)
eingesetzt werden, und es ergibt sich:

𝑖𝜕𝑡V(𝑡) = 𝑖𝜕𝑡(U (𝑇 + 𝑡, 0)U †(𝑡, 0))

= H(𝑡 + 𝑇)U (𝑇 + 𝑡, 0)U †(𝑡, 0)

= H(𝑡)U (𝑇 + 𝑡, 0)U †(𝑡, 0)

= HV(𝑡) (A.6)

Unter Beachtung, dass V(0) = 1 = U (0, 0) gilt, erfüllen V(𝑡) und U (𝑡, 0) dieselbe Bewegungsgleichung
zum gleichen Anfangswert, sodass V(𝑡) = U (𝑡, 0) geschlussfolgert werden kann.

Propagator ungleich Identität

Für den Fall, dass der Zeitentwicklungsoperator nach einer Periode nicht der Identität gleicht, kann er
über die sogenannte „pull-back“-Abbildung

V𝜀(𝑡) = U (𝑡)𝑒−𝑖𝑡H𝜀
𝐹 , mit H𝜀

𝐹 =
𝑖
𝑇 log𝜀 U (𝑇) (A.7)

transformiert werden [24, 44]. Die Quasienergieabhängigkeit ist dem Fakt geschuldet, dass ein Haupt-
zweig des Logarithmus gewählt werden muss. Da eine homotopie von U (𝑡) zu V𝜀(𝑡) existiert [44],
besitzt V𝜀(𝑡) selbige Invariant. Dies rechtgertigt die Transformation.
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ANHANG B.

B.1.

Beweis der Identität (2.2)

Zu Zeigen sei die Identität (2.2). Dabei sei H(𝜆) ein vom Parameter 𝜆 explizit abhängiger Hamiltonian,
welcher den Zeitentwicklungsoperator erzeugt. Dann gilt für die Ableitung des Propagators nach dem
Parameter 𝜆:

𝜕𝜆U (𝑇) = lim
𝑁→∞

𝜕𝜆

0
∏
𝑛=𝑁

𝑒−𝑖H(𝑛Δ𝑡)Δ𝑡

= lim
𝑁→∞

(−𝑖Δ𝑡)
𝑁

∑
𝑘=0

𝑘−1
∏
𝑝=𝑁

𝑒−𝑖H(𝑝Δ𝑡)Δ𝑡𝜕𝜆H(𝑘Δ𝑡)
0

∏
𝑙=𝑘

𝑒−𝑖H(𝑙Δ𝑘)

= −𝑖∫
𝑇

0
U (𝑇, 𝑡)𝜕𝜆H(𝑡)U (𝑡, 0) d𝑡 (B.1)

Transportgleichung

Hier gelten alle Annahmen für das AFI-Modell aus dem Haupttext (siehe Abschnitt 2.4). Den Ausgangs-
punkt zur Herleitung von Gleichung 2.29 bildet die Integration des Erwartungswertes des Stromes 𝒥(𝑡)
über eine Periode 𝑇:

𝑄(𝑇) =
1
𝐿 ∫

𝑇

0
Tr{𝜌(𝑡)𝒥(𝑡)} d𝑡 . (B.2)

Dabei ist 𝐿 der Umfang des Zylinders, 𝜌 die momentane Dichtematrix in Floquet-Basis, explizit als:

𝜌(𝑡) = ∑
𝛼,𝛽

𝜌𝛼𝛽|𝜓𝛼(𝑡)⟩⟨𝜓𝛽(𝑡)| , mit 𝜌𝛼𝛽 = ∑
𝐫∈Γocc

⟨𝜓𝛼(0)|𝐫⟩⟨𝐫|𝜓𝛽(0)⟩ . (B.3)

Es gilt 𝜌(𝑡) = Ũ (𝑡, 0)𝜌0Ũ †(𝑡, 0) sowie 𝒥(𝑡) ≡ 𝜕ΦH̃(𝑡). Damit lässt sich die transportierte Ladung
darstellen als

𝑄(𝑇) =
1
𝐿 ∫

𝑇

0
Tr{𝜌0𝑈̃†(𝑡, 0)𝜕ΦH̃(𝑡)𝑈̃(𝑡, 0)} . (B.4)

Die Nutzung von Gl. (2.2), Ũ †(𝑡, 0) = Ũ †(𝑇)Ũ (𝑇, 𝑡) sowie die Spurbildung über Floquet-Moden |𝜙𝛼⟩
führt zu der Darstellung:

𝑄(𝑇) =
𝑖
𝐿 ∑

𝛼𝛼′
𝑐𝛼𝛼′⟨𝜓𝛼|Ũ †(𝑇)𝜕ΦŨ (𝑇)|𝜓𝛼⟩ . (B.5)

Dabei gilt 𝜌𝛼𝛼′ = 𝑐𝛼𝛼′ für die im Haupttext verwendet Notation.
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