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Einleitung

Die Untersuchung topologischer Eigenschaften kondensierter Materie hat in den letzten Jahren auf-
grund der Entdeckung einer neuen Materialklasse, den sogenannten topologischen Isolatoren, und der
Notwendigkeit einer angepassten theoretischen Modellierung enorm an Bedeutung gewonnen [1-5].
Topologische Isolatoren zeigen eine Reihe exotischer Phinomene, die sich durch Universalitidt und
Robustheit auszeichnen. Prominente Beispiele sind chirale Kantenzustinde und die Quantisierung der
Hall-Leitfahigkeit [1, 3, 6-8]. Kurz nach der Entdeckung dieser Materialien gelang eine weitgehend
vereinheitlichte theoretische Beschreibung [9-11]. Eine wichtige Grundlage bildet dafiir die Volumen-
Kanten-Korrespondenz, die topologische Eigenschaften des Volumens, in Form einer Invarianten, mit
Effekten an der Kante des Systems verbindet. Mit Ausnahme des Quanten-Hall-Eftektes [6] gestaltet
sich der experimentelle Nachweis dieser Phanomene in realen Systemen relativ schwierig.

In jiingster Vergangenheit wird deshalb verstarkt ein gezieltes periodisches Treiben benutzt, um ver-
schiedene topologische Phasen in Materialien kontrolliert zu realisieren. Dabei wird das System einem
externen periodisch oszillierenden Feld ausgesetzt, z. B. einem Photonenfeld, welches von einem Laser
induziert wird. Im Rahmen der theoretischen Beschreibung ergibt sich dabei ein zeitlich periodischer
Hamiltonian, welcher topologisch nicht triviale Phasen in den getriebenen Materialien beschreibt
[12-19]. Experimentell ist dieses Vorgehen eine grofie Herausforderung: Dies begriindet sich in den
hohen Intensititen und Frequenzen, welche benétigt werden, um das System signifikant zu beeinflussen.
In Gasen aus ultrakalten Atomen, in photonischen Systemen sowie in Graphen konnte eine erfolgreiche
Anwendung aber bereits realisiert werden [20-23].

Das vielleicht wichtigste Ergebnis bei der Charakterisierung topologischer Phasen in periodisch getrie-
benen Systemen war das Auffinden von anomalen Phasen, welche kein statisches Gegenstiick aufweisen
[24-28]. Diese anomalen Phasen sind durch nicht-triviale topologische Eigenschaften in ihrer Dynamik
(innerhalb der Anregungsperiode) gekennzeichnet. Ein Beispiel dafiir ist der anomale Floquet-Isolator
(AFI) [25, 29, 30], welcher sich durch eine quantisierte Magnetisierungsdichte auszeichnet. Fiir dieses
System wurden Treiberprotokolle fiir eine experimentelle Realisierung in ultrakalten Atomen und
photonischen oder akustischen Systemen entwickelt [31-34].

Das Zusammenspiel von Unordnung und periodischem Treiben kann weitere topologisch nicht-triviale
Strukturen hervorbringen. So ist es moglich, dass robuste chirale Kantenzustinde in einem zweidimen-
sionalen getriebenen System existieren, in dem alle Volumenzustinde Anderson-lokalisiert sind. Ein
derartiges System wird als anomaler Floquet-Anderson-Isolator (AFAI) bezeichnet [25]. Diese Situation
ist im statischen Fall nicht méglich. Dort sind delokalisierte Kantenzustdnde notwendigerweise an
die Existenz delokalisierter Volumenzustinde bei gewissen Energien gekoppelt [35]. Umgangen wird
dies beim AFAI durch die Periodizitat der Quasienergien: Die Kantenzustidnde bleiben bei allen Quasi-
energien bestehen und umbhiillen die sogenannte Floquet-Brillouin-Zone (FBZ) vollstindig. Dariiber
hinaus ergibt die Kombination dieser neuartigen chiralen Kantenzustinde mit vollstindig lokalisierten
Volumenzustdnden ein faszinierendes, vollstandig topologisches, Transportphdnomen: ein quantisierter

nicht-adiabatischer Ladungstransport [25].

Ziel dieser Arbeit ist die Diskussion der topologischen Eigenschaften des AFAI, insbesondere im

Hinblick auf den Ladungstransport. Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:



Kapitel 1: Zunichst wird das AFI-Modell [24] zur Beschreibung der topologischen Eigenschaften
periodisch getriebener Systemen eingefiihrt. Anschlieflend wird eine topologische Klassifizierung
periodisch getriebener Systeme vorgenommen. Dabei liegt der Fokus auf einem Verstdndnis der

Invariante, welche mit der Dynamik im System assoziiert werden kann.

Kapitel 2: Untersucht wird der Ladungstransport in statischen sowie in periodisch getriebenen Syste-
men. Dabei wird der Zugang von Thouless zum quantisierten adiabatischen Ladungstransport
besprochen sowie der Zugang von Laughlin zur Quantisierung der Hall-Leitfahigkeit [36-38].
Fiir periodisch getriebene Systeme wird der Verlust der Quantisierung des Transportes im nicht-
adiabatischen Fall diskutiert. Dies wird im Detail anhand des AFI-Modells besprochen und

mittels numerischer Rechnungen gestiitzt.

Kapitel 3: Abschlieflend studieren wir die Wirkung von Unordnungseffekten in Floquet-topologischen
Isolatoren (FI). Zundchst wird eine kurze Einfithrung zur Anderson-Lokalisierung gegeben [39,
40]. Im Anschluss werden zwei unterschiedliche Unordnungsarten im Hinblick auf deren Aus-
wirkung auf die AFAI-Phase in FI untersucht. Ziel ist ein besseres Verstdndnis des Auftretens und
der Konsequenzen vom quantisierten Ladungstransport im AFAI. Dazu wird eine umfangreiche

numerische Untersuchungen fiir das AFI-Modell présentiert.
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KAPITEL 1.

Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

1.1. Modellbildung

H

Abbildung 1.1.: Schematische Darstellung des Anregungsprotokolls [24]. Die ,,Hiipf “- Amplituden
werden zeitlich periodisch variiert. Das Untergitterpotential A differenziert die zwei Typen von Gitter-
platzen auf dem bipartiten Gitter (gefiillte oder ungefiillte Kreise). Wahrend der ersten vier Zeitschritten
wird jeweils nur eine der vier Kopplungstypen zwischen verschiedenen Gitterplatzen (farbige Ellipsen)
erlaubt. Im fiinften und letzten Zeitschritt werden alle Kopplungen abgestellt und es wirkt nur das

Untergitterpotential.

FI weisen topologisch nicht-triviale Phasen auf, welche durch das periodische Treiben generiert werden.
Von besonderem Interesse ist dabei der AFI, dessen topologische Phase kein Gegenstiick in statischen
Systemen besitzt. Ein einfaches Modell eines AFI wurde von Rudner et al. [24] eingefiihrt.

In diesem Kapitel wird anhand des Modells erklért, was ein AFI ist, die Volumen-Kanten-Korrespondenz
in periodisch getriebenen Systemen beschrieben und die Unterschiede zu topologischen Phasen in

statischen Systemen herausgearbeitet.

Das Modell aus Ref. [24] (im folgenden AFI-Modell genannt), beschreibt ein periodisches Anregungs-
protokoll auf einem quadratischen Gitter. Die gesamte Anregungsperiode (T) ist in fiinf gleich grofie
Zeitschritte unterteilt. In jedem dieser Schritte sind nur ausgewéhlte Kopplungen zwischen verschie-
denen Gitterplatzen erlaubt. In Abbildung 1.1 sind die ausgewdhlten Kopplungen farbig hinterlegt
und die Untergitterstruktur wird durch gefiillte (A-Untergitter) bzw. ungefiillte Kreise (B-Untergitter)
dargestellt. Im Folgenden wird das Gitter mit I bezeichnet, die Einschrankungen auf die Untergitter A
und B sind durch die Indizierung I' ;5 gekennzeichnet.



Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Der Hamiltonian des AFI-Modells ldsst sich als ein ,,tight-binding“-Modell in zweiter Quantisierung

darstellen: (in der gesamten Arbeit wird /1 = e = 1 gesetzt)

5
Ht) = Hyo mit Hy(8) = F,(8) Y =T (Clepyn, + hin, &) + (=1 ACLc, . (1.1)

n=1 rel

Dabei ist J das Transferintegral, A das Untergitterpotential, 77, = 1, fallsr € I'4 und 7, = 0, falls
r € I'g. Weiterhin sind «y,, die Gittervektoren y; = (1,0) = —y3 und v, = (0,1) = —y,4. Die ¢ sind
Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren eines Zustandes (Teilchens) auf dem Gitterplatz r € I'. Die

Funktion f,(t) gibt an, welche Kopplungen im Anregungsprotokoll aktiv sind (siche Abbildung 1.1).

5T , falls (n — 1)T/5 < t < nT/5,
fu®) = , mitn € Z. (1.2)

. sonst

Die Wahl des Faktors 5/T ist der Konvention geschuldet, dass die sogenannte ,,perfekte Kopplung*
durch J = 71/2 gegeben ist.

Zur Untersuchung der Dynamik des Systems wird der Zeitentwicklungsoperator /(t) verwendet. Dieser

t
U(t) =T exp {—if %(t’)dt’} (1.3)
0

gegeben, wobei T der Zeitordnungsoperator ist. Aufgrund der zeitlichen Konstanz von #;(t) = H,; im

ist wie uiblich durch

jeweiligen Zeitschritt kann der Zeitentwicklungsoperator in eine Produktdarstellung
U(T) = UsUyUsUy Uy mit U; = e TP (1.4)

aufgespalten werden. Die Produktgestalt tragt der natiirlichen Chiralitit des Systems Rechnung, es
kann zwischen zwei dquivalenten, chiral jedoch unterschiedlichen, Anregungsablaufen gewahlt werden:
56-4-3-2-1)oder(1-2-3-4-5).

Floquet-Bloch-Hamiltonian Falls das System mit zusatzlicher Translationssymmetrie in x- und y-
Richtung betrachtet wird, d. h. unter periodischen Randbedingungen (PBC), kann GL. (1.1) in den
k-Raum transformiert werden. Dafiir werden die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren des Orts-
raumes mittels einer diskreten Fourier-Transformation in die zugehdrigen Operatoren des reziproken

k-Raumes tiberfiihrt. Der transformierte Hamiltonian besitzt

Hah =Y =T (ei<k~n>a;bk + e—i<kﬂn>b;ak) + Ay — bby) (1.5)
k

als Darstellung. Dabei bezeichnet (-, -) das euklidische Skalarprodukt auf R?, ag ) und bg ) sind Erzeugungs-
bzw. Vernichtungsoperatoren eines Zustandes (Teilchens) mit Impuls k auf dem Untergitter I' ; respek-

tive I'g. Die ‘H,,(t) kdnnen in Matrixform dargestellt werden:
H,tk) = -T (ekmigt 4 ekl g=) + AoZ, (1.6)

Dabei ist 0+ = %((Tx + oY), mit c*¥* als Pauli-Matrizen.

0 1 0 —i 0 - 0 _
¥ = , 0¥ = , 0% = und (0/)* =c0"=1,j=x,y, z (1.7)
10 i 0 0 -1
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Das Matrixexponential dieser Matrizen ist bekannt (siehe Anhang A) und die Darstellung der U,,(T/5)

ergibt sich zu

(1) = —iT S (kg * 41N g) 4 cos po® + AT EE , fallsn € {1,2,3,4) |
diag (e_iA, eiA) , sonst

(1.8)

Dabei ist 4 = \/A2 + J2. Fiir das Parameterpaar (7, A) = (71/2,0) gilt U(T) = 1. Damit kehrt jedes

Teilchen, nach einer Periode, auf seinen Anfangsplatz zuriick. Weiterhin ist fiir jeden Zeitschritt die

Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen zwischen gekoppelten Gitterpldtzen bewegt, eins. Diese

Situation bezeichnet die ,,perfekte Kopplung®

Floquet-Theorie Fiir eine Beschreibung periodisch getriebener Systeme wird die Floquet-Theorie
genutzt. Diese wurde im 19. Jahrhundert von GAsToN FLOQUET fiir gewohnliche Differentialgleichungen
mit periodischen Koeffizienten entwickelt [41]. In der Quantenmechanik kann sie benutzt werden, um

die Schrodingergleichung
1011, (1)) = H(D)P, (1)) (1.9)

fiir einen zeitlich periodischen Hamiltonian H (¢t + T) = H(t) zu losen. Fiir eine solche Situation gilt
das Floquet-Theorem [42]:

Sei H(t) ein T-periodischer Hamilton-Operator. Dann existiert ein vollstindig orthonormiertes Basis-
system { |, (t))} derart, dass die |, (1))

1. Losungen der Gleichung (1.9) sind, und

2. eine Zerlegung

[ (D) = €7, (5)) mit |, (t + T)) = |9, (D)) (1.10)

besitzen. Dabei sind ¢, die Quasienergien und |¢,(t)) die Floquet-Moden.

Das Bloch-Theorem entspricht damit dem Floquet-Theorem, fiir den Fall, dass das System translations-
invariant ist.

Die Quasienergien nehmen in periodisch getriebenen Systemen die Funktion der Energien ein. Sie
ermoglichen, wie im statischen Fall, eine Organisation in Bandern {¢, },, mit « als Bandindex. Das
Quasienergiespektrum eines Floquet-Systems ist durch den Propagator einer Periode U(T) bestimmt.
Zustiande wie [, (1)) werden Floquet-Zustinde genannt. Weiterhin stellt das Floquet-Theorem niitzli-
che Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators bereit. Falls ein zeitlich periodischer Hamiltonian

vorliegt, besitzt dieser die Eigenschaft:
UT+t,T)=U(0). (1.11)
Ein Beweis dafiir findet sich in Anhang A. Die Relation (1.11) fithrt zu
UmT +t,0) =UmT + t,mT)UmT,0) = UHUT)™ . (1.12)

Damit ist die Dynamik eines Floquet-Systems durch die Kenntnis des Zeitentwicklungsoperators fiir

0 <t < T fiir alle Zeiten ¢ vollstindig bestimmt. Das macht ¢/ (T) zum zentralen Objekt, wenn es um

Lennard Berg 3




Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

die Beschreibung der stroboskopischen Dynamik von periodisch getriebenen Systemen geht.
Der Floquet-Zustand |9, (t)), ist Eigenzustand von U(T + t, t):

UT + £ (0) = [$o(T + D) = e eule ! g (T + 1)) = e eeTe5l |, (1)) = e T [ (T)).
(1.13)
Damit kann die Spektraldarstellung von {/(T) angegeben werden zu

UT) =) e aTlg, )¢l (1.14)

Die Eigenwerte e~/ T

€ U(1) (mit U(N) als unitire Gruppe) liegen auf dem komplexen Einheitskreis.
Dies stellt einen wichtigen Unterschied im Vergleich zu statischen Systemen dar. Dort ist der Hamilto-
nian der das System charakterisierende Operator und damit das Eigenwertspektrum sowohl reell als
auch beschrinkt. In Floquet-Systemen handelt es sich hingegen um ein periodisches, unbeschréanktes
Spektrum. Die daraus resultierenden Konsequenzen werden spater diskutiert.

Falls ¢, die Quasienergie zu |9, (1)) ist, so ist £, + nQ) es auch, mit n € Z, wobei () = 27/T die
Anregungsfrequenz ist. Dies fithrt zu einer Situation, wie sie vom Bloch-Theorem bekannt ist. Dort
liegt eine Periodizitdt in den Quasiimpulsen vor. Dies erméglicht eine Beschrankung auf die Brillouin-
Zone (BZ). Hier konnen analog die Quasienergien auf die FBZ beschrankt werden. Dabei werden nur

Quasienergien ¢, die im Intervall der Breite () liegen: [—()/2, ()/2] = [—7t/T, 7t/T], betrachtet.

Floquet-Theorie fiir das AFI-Modell Mittels der Floquet-Theorie kann das Quasienergiespektrum
des AFI-Modells (1.8) bestimmt werden. Dabei wird eine Streifengeometrie betrachtet, wobei das
System in x-Richtung unendlich ausgedehnt und in y-Richtung endlich ist (dies wird durch u (ky, T)
beschrieben). Eine schematische Darstellung der Propagation eines Teilchens, welches an verschiedenen
Positionen auf dem Gitter (perfekte Kopplung) initialisiert wird, ist in Abbildung 1.2 a) gezeigt. Zu
sehen ist, dass ein Teilchen, welches am Anfang am oberen Rand lokalisiert ist, exakt zwei Gitterplatze
nach rechts lauft. Ebenso ist zu erkennen, dass ein Teilchen im Volumen nach einer Periode auf seine
Ausgangsposition zuriickkehrt, was /(T) = 1 widerspiegelt. Die Chiralitidt der Kantenzustande ist
von der Abfolge des Anregungsprotokolls abhingig. Wiirde dieses in umgekehrter Abfolge genutzt
werden, so wiirde das Teilchen am oberen Rand nach links propagieren, die Teilchen im Volumen
kehren weiterhin auf ihren Anfangsplatz zuriick.

Das Quasienergiespektrum in der FBZ ist in Abbildung 1.2 b) gezeigt. Da U(T) = 1 fiir Zustdnde im
Volumen gilt, sehen wir diese im Spektrum als e(k,.) = 0. Weiterhin sind zwei entgegengesetzt propa-
gierende Zustinde zu erkennen, mit linearer Dispersionsrelation ¢, (k, ) = +2/T, welche Eigenwerte in
der Bandliicke bei ¢ = +71/T haben. Damit sind diese Zustinde zwangsldufig an der Kante des Systems
lokalisiert. Da die Bander der beiden Kantenzustidnde einen echten Schnittpunkt aufweisen, miissen sie
raumlich separiert sein (einen verschwindenden Uberlapp besitzen). Dies wird in der schematischen
Darstellung in Abbildung 1.2 a) gezeigt, sodass ein Zustand auf der oberen und der andere auf der
unteren Kante lokalisiert ist. Die beiden Kantenzustidnde kreuzen die Bander des Volumens, jedoch
ohne zu koppeln (d. h. es erfolgt keine Hybridisierung), weil die Volumenzustande vollstindig lokalisiert
(nicht-dispersiv) sind. Das Volumen kann in diesem Fall keine delokalisierten Zustinde beherbergen.
Fiir nicht-perfekte Kopplung gilt /(T) # 1. In diesem Fall sind die Volumenbénder dispersiv und die
Kantenzustinde koénnen diese nicht ohne eine Hybridisierung von Kanten- und Volumenzustinden

kreuzen.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

x — Richtung oo 0 k

X

Abbildung 1.2.: Linkes Bild: System mit offenen Randbedingungen in y-Richtung und unendlicher
Ausdehnung in x-Richtung. Schematisch sind ausgewihlte Propagationen (perfekte Kopplung) dar-
gestellt: fir Teilchen initialisiert auf dem oberen Rand (blau), unteren Rand (rot) oder im Volumen
(griin). Rechtes Bild: Quasienergiespektrum von U (k.. T) tar (J,A) = (71/2,0). Die Farben indizieren

die Lokalisierung auf dem Gitter, entsprechend a).

1.2. Topologie in Floquet-Systemen

Im Zuge der topologischen Charakterisierung von Quanten-Hall-Systemen wurde man auf die Volumen-
Kanten-Korrespondenz gefiihrt, welche eine topologische Invariante des Volumens mit der Zahl an
Kantenzustinden in einer Bandliicke in Verbindung setzt. Konkret konnte die Hall-Leitfihigkeit mit der
Chern-Zahl des Systems identifiziert werden, was zur Quantisierung der Hall-Leitfahigkeit in Einheiten
von €2/ fithrte [6, 7].

Ab diesem Abschnitt bezeichnet I/ den Zeitentwicklungsoperator des Systems unter PBC; u gibt den
entsprechenden Operator in Zylindergeometrie (PBC in einer Ortskoordinate) an. Die assoziierten

Quasienergien, sowie der Hamiltonian werden analog bezeichnet.

Chern-Zahl In statischen Systemen ist die Chern-Zahl [7] die Invariante, welche die Volumen-
Kanten-Korrespondenz charakterisiert. Fiir ein Floquet-System, welches eine zusatzlich Translations-
invarianz im Ort aufweist H(r + 7, t) = H(r,t), 7 € T, kann die Chern-Zahl fiir eine fixierte Zeit
t, analog zum statischen Fall, berechnet werden. Es sei |9, (k,t)) ein Floquet-Bloch-Zustand und
A, =ik, D Vi[9, (k, 1)) der Berry-Zusammenhang:

1 1
Co=— | (ViexA )d2k=—f O, d%k € 7. (1.15)
w 271 Jy, @ 27T Jy, "

Dabei ist (0, = V) X A, die Berry-Kriimmung und « der Bandindex. Die Chern-Zahl gibt an wie viele
Zustinde in das a-te Band von unten eintreten und es nach oben verlassen. Die Chern-Zahl selbst ist
die Differenz.

In Floquet-Systemen ist die Chern-Zahl keine geeignete Invariante. Abbildung 1.2 b): Die Bander des
Volumens sind bei ¢ = 0 vollstindig kollabiert, was eine triviale Chern-Zahl des Bandes erfordert.
Angenommen die Chern-Zahl wiirde die Anzahl an Kantenzustédnden in der Bandliicke (hier ¢ = +77/T)
widerspiegeln, so ist der Widerspruch offensichtlich. Die Anwesenheit von Kantenzustianden im Fall
einer trivialen Chern-Zahl, ist eine Eigenschaft des AFI.

Im Folgenden wird die Beschreibung der Volumen-Kanten-Korrespondenz fiir periodisch getriebene
Systeme in Anlehnung an Ref. [24] dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass /(T) nur die Information

tiber den Endzustand der Propagation enthilt, aber nicht tiber die Dynamik der gesamten Periode.

Lennard Berg 5




Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Im Falle der perfekten Kopplung, kann die Abfolge des Anregungsprotokolls umgedreht werden, dies
fiihrt auf den gleichen Volumenpropagator U(T) = 1, aber zu einer Anderung der Chiralitit der
Kantenzustdnde. Dies zeigt, dass alle Informationen iiber die Dynamik in einer Anregungsperiode

bendtigt werden.

Homotopie Invarianten Das Quasienergiespektrum, welches von einem lokal statischen Hamilto-
nian erzeugt wird, kann sich nicht um die FBZ winden. Falls H(k,) der Hamiltonian des statischen

Systems ist, so ist der zugehorige Propagator e~/*s(k

x), Damit sind die Quasienergien €xk, gleich den
Energieeigenwerten E, ;_von H(ky). Dadie E, . _stetige Funktionen in k, sind, ist keine Windung
um die FBZ méglich. Fiir periodisch getriebene Systeme ist eine solche nicht-triviale Windung méglich.
Dies wird den Ausgangspunkt bilden, um Kantenzustidnde in Floquet-Systemen zu beschreiben.

Die physikalische Natur von nicht-trivialen Quasienergie-Windungszahlen ist eng an die Dynamik ge-
koppelt. Betrachtet wird ein periodisch getriebenes System unter PBC in x-Richtung, welches durch den
Propagator u (ky ) beschrieben wird. Die Gruppengeschwindigkeit des a-ten Bandes ist vg = 0 &,.

Damit ist die mittlere Gruppengeschwindigkeit (in einer Periode)

w_ LT Ve T (",
% =5 O &y dk, = TX mit v]‘("x = 27r/ O En dky . (1.16)
=7t —7T
Die mittlere Gruppengeschwindigkeit ist demnach proportional zur Windungszahl v des a-ten
Floquet-Bandes. Damit werden, von einem vollstindig gefiillten Floquet-Band, v} Einheiteg an Ladung
in k,.-Richtung pro Periode transportiert. Der Begriff der Quasienergie-Winduﬁg legt eine Definition

der topologischen Invariante der Form
1 (" ~ ~
w, =5 f Tr {L{(kx, Ty Uk, T)} dk, (1.17)
—7T

nahe [19]. Aus physikalischer Sicht beschreibt diese Zahl die Netto-Windungszahl aller Floquet-Bander
von U (k,, T). Diese Invariante verschwindet immer, da das Quasienergiespektrum, erzeugt von ei-
nem lokalen Hamiltonian, keine Netto-Windungszahl aufweisen kann [43] (Anhang IV). Wird die
Spektraldarstellung von U (k,, T) (siehe GL (1.14)) in GL. (1.17) eingesetzt, so wird die Identifikation
mit Quasienergie-Windungen erhalten. Das Resultat, dass diese Invariante die Anzahl an Kantenzu-
stinden beschreiben kann, geht auf Ref. [24] zuriick. Dort wurde gezeigt, dass unter der Bedingung
U(k,, ky, 0) = Uk,, ky, T) = 1, mit U(k,, ky, t) als Propagator des System unter PBC, U (k,,T) als
Blockdiagonalmatrix

Uk, T) 0 0
Uk.D=| o 1 0 (1.18)

0 0 Uk, T)

darstellbar ist. Dabei wirkt ﬁl (ky, T) an der oberen und az(kx, T) an der unteren Kante des Zylin-
ders. Durch die Anwendung von (1.17) auf ﬁl p(ky, T) wird die Anzahl der an der jeweiligen Kante

lokalisierten Kantenzustinde erhalten (mit einem Vorzeichen fiir die Chiralitdt). Es gilt demnach

12| — 172
‘vkx ‘ = Megoe » (1.19)
mit 71eq,, als Anzahl der Kantenzustinde. Es sei angemerkt, dass VI} + v,% = 0 gelten muss. Dies ist der
X X

unterschiedlichen Chiralitat der Kantenzustinde geschuldet.
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

Im AFI-Modell (perfekte Kopplung) kennen wir die Gruppengeschwindigkeit fiir Kantenzusténde,
Ok &k .o = *2/T, ebenso wie fiir Volumenzustinde dy &= 0 (siehe Abbildung 1.2). Damit ergibt
sich ! = (=1)%, wobei « = 0,1 die beiden Kantenzustinde nummeriert. Dies bedeutet perfekt

quantisierten Transport getragen durch die Kantenzusténde.

Fir die Definition einer Volumeninvariante, wurde

1

Waldl = 503

BT Ty {(u*aaU)(uTaﬁU)(uT87U)} du, € Z (1.20)
[0,1)3
vorgeschlagen [24, 44]. Dabeiist & € {k,,k,.t} und %P7 ist der Levi-Civita-Tensor. Diese Invariante
gibt eine Einordnung in die Homotopieklassen von 7t3(U(N)) [45], da der Volumenpropagator als
Abbildung T3 —— UNN) (N >2) aufgefasst werden kann. Dabei ist T3 der 3-Torus.

Damit Gl (1.20) quantisierte Werte annehmen kann, muss U (k,, ky, 0) = U(k,, ky, T) = 1 fir alle
ky, k, € BZ gelten. Falls der Volumenpropagator nach einer Periode nicht der Identitit gleicht, kann
dieser iiber die ,,pull-back- Abbildung homotop auf die Identitit abgedndert werden (siehe Anhang A GIl.
(A.7)). Diese Abbildung ist explizit abhéngig von der Quasienergie €. In Ref. [24] konnte gezeigt werden,
dass die W5 Invariante des deformierten Zeitentwicklungsoperators , die Anzahl der Kantenzustinde

in der Bandliicke bei ¢ wiedergibt:
We = WiVl = néy,, (1.21)

Es folgt insbesondere, dass GI. (1.20) die Volumen-Kanten-Korrespondenz in periodisch getriebenen

Systemen wiederherstellt.

FI AFI

C =1
Abbildung 1.3.: Linkes Bild: Situation im FI. Rechtes Bild: Situation im AFI.

Damit kann eine genaue Definition des FI und des AFI vorgenommen werden (siehe Abbildung 1.3).
Unter einem FI wird ein System verstanden, welches durch periodisches Treiben, ein Quasienergie-
spektrum ausbildet, welches a) spektrale Liicken aufweist (hier ¢;, ¢,) und b) Volumenbédnder mit
nicht-trivialen Chern-Zahlen besitzt. Dies impliziert eine nicht-triviale V5 Invariante. Ein AFI ist ein

FI mit trivialen Chern-Zahlen und nicht-trivialer JV5 Invariante.
Abschlieflend wird das Quasienergiespektrum von u (k,, T) fiir die Streifengeometrie (Abbildung 1.4)

fur vier charakteristische Parameterpaare, die wir im folgenden fiir numerische Berechnungen verwen-

den werden, betrachtet. In den Bandstrukturen sind Zustande auf der oberen Kante in blau und auf der
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Kapitel 1. Topologische Eigenschaften periodisch getriebener Systeme

unteren Kanten in rot dargestellt. Alle Parametersitze (Teilbilder a)-d)) besitzen triviale Chern-Zahlen,

aber nicht-triviale Windungszahlen; damit ist immer der AFI realisiert. Fiir das Parameterpaar a) sei

angemerkt, dass fiir jedes kleine A # 0 die Chern-Zahl +1 betragt und somit die Zuordnung zum

FI gegeben ist. Der erste Bereich in Teilbild e) (links unten) ist topologisch trivial (Chern- als auch

Windungszahlen sind null).

Tabelle 1.1.: Parameterpaare und farbliche Kennzeichnung in der Arbeit. Zur Darstellung der zugehori-

gen Quasienergiespektren siehe Abbildung 1.4

a) b) | o d)
J 125 |14 | /2 | n/2
A 0 0 0 0.2
Farbe | tiirkis | rot | blau | griin
a) b)
/T e)
W
2
Bb
3
g 0
3
5
o
—7/T
<) d)
/T
W
2
B
3]
g 0
8
5
o
—7t/T T f T 1
0 7t/2 To /2 T
Quasiimpuls k, Quasiimpuls k,

Abbildung 1.4.: a)-d) Bandstrukturen des AFI-Modells in Streifengeometrie fiir verschiedene Parame-
terpaare (7, A) (siehe Tabelle 1.1). e) Chern-Zahl des oberen Bandes des AFI-Modells in Abhédngigkeit

der Parameter ([, A).

Lennard Berg




KAPITEL 2.

Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

In diesem Kapitel wird die Quantisierung des adiabatischen Ladungstransportes [36] und des Quanten-
Hall-Effektes [38] diskutiert. Es wird gezeigt, dass beide Effekte nur im adiabatischen Grenzfall Bestand
haben. Neben der Quantisierung ist dabei insbesondere die Robustheit gegeniiber z. B. Parametervaria-
tionen, Unordnung oder auch Wechselwirkungen, von Bedeutung [37]. Fiir das AFI-Modell wird die
Auswirkung von nicht-adiabatischen Effekten auf den Transport untersucht. Analoge Resultate finden

sich fiir 1D Systeme, ebenfalls unter nicht-adiabatischen Bedingungen, in Ref. [46, 47].

2.1. Ladungstransport in Floquet-Bloch-Systemen

Zunichst wird die grundlegende Gleichung fiir den Ladungstransport in Floquet-Bloch-Systemen
abgeleitet. Dabei wird Ref. [17] gefolgt, analoge Resultate sind in Ref. [47, 48] zu finden.

Betrachtet wird ein translationsinvariantes, periodisch getriebenes System mit H(r +,t+T) = H(r+
Y, t) = H(r, T + t). Weiterhin sei |'¥(0)) ein typischer Anfangszustand, dessen exakte Struktur fiir das
jeweilige Problem festgelegt werden kann. Aufgrund der Translationsinvarianz, kann der Stromoperator
durch #A(t) = i[H(t), x(t)] = 0, H(t) dargestellt werden. Der Erwartungswert des Stromes berechnet

sich gemaf3

(YOLADIE D) = (FOIU (£, 00, HHUE, 0)[F(0))
= Tr {PUT (£, 000, HOU(t,0)} , (2.1)

wobei P den Projektor auf die anfanglich besetzten Bander bezeichnet.
Mittels der Identitét (siehe Anhang B)

t
o U(T,0) = —if U(T, B H)IUE,0) dt (2.2)
0
ist die wahrend einer Periode transportierte Ladung
1 T .
QM =7 f (FOLFOI¥WD) dt = Tr {PUNDRUMD} . (2.3)
0

Diese Beziehung gilt allgemein, da weder der Anfangszustand noch die Art des Treibens spezifiziert
wurde. Setzt man die Spektraldarstellung des Zeitentwicklungsoperators (1.14) (in Floquet-Basis) ein,

ergibt sich:

Q) = %Tr {p Z <(—i)T8k€,x|<Pa>(¢a| + ﬁ;el‘T“ﬁ‘w|¢,3><q>ﬁ|ak¢a><¢a|> } .29

Dabei sind |¢, ) die Floquet-Moden. Im Folgenden wird Q(T) in einen diagonalen Anteil

Q(T)diag = %TI‘ {P ; ak€w|¢a><¢a| } (2-5)
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und einen nicht-diagonalen Anteil

Q(T°-de = v {p DRI PR N } (2.6)
o ,B;éoc

aufgespalten. Fiir ein nicht-entartetes Spektrum lésst sich zeigen, dass der nicht-diagonale Anteil
Q(NT)°-diag/N fiir N — oo verschwindet [49]. Der diagonale Anteil ist periodisch, womit Q(IN T)diag/N
Q(T)%38 gilt. Die Rechnungen werden unter der Annahme eines nicht-entarteten Spektrums fortgesetzt
und der nicht-diagonale Anteil vernachlassigt.

Fiir den Spezialfall, in dem der Anfangszustand aus einer Slater-Determinante von Eigenzustinden von
U(T) besteht, gilt fiir den Anfangszustand

[o]¢e)

1) =[] IT .10 (2.7)
&« keBZ
Dabei ist fkk ., der Erzeugungsoperator eines Teilchens in der Floquet-Bloch-Mode |¢y ). Der Projektor,

auf die eingangs besetzten Zustande ist durch

[o]¢e)

P=> > Ipra)drsl (2.8)

« keBZ

gegeben. Wird dies in Gl. (2.5) eingesetzt und die Spur {iber Floquet-Bloch-Moden |¢,, ;) ausgefiihrt,
folgt

T occC
QD =5~ th: fB ) ey q dk (2.9)

im thermodynamischen Limes. Diese Gleichung ist Ausdruck des Hellmann-Feynman-Theorems fiir

Floquet-Systeme!

2.2. Zugang von Thouless - adiabatische Anregung

Betrachtet wird ein 1D System unter PBC. Dieses steht unter dem Einfluss eines zeitlich langsam
variierenden Potentials V(x, t). Es wird die Periodizitit des Potentials in der Zeit, mit Periode T, sowie
im Ort x, mit Periode L, gefordert. Zur Herleitung der Ladungstransportgleichung wird dem Zugang
von Thouless, unter Nutzung der bisher eingefiihrten Floquet-Theorie, gefolgt.

Der Grundzustand des Systems ldsst sich iiber

occC

%) =T IT carl0) (2.10)

& keBZ
beschreiben, wobei c;; ., ein Teilchen im Bloch-Zustand |u, (k)) erzeugt. Fiir ein perfekt adiabatisch
getriebenes System sollte der, sich zeitlich entwickelnde, Vielteilchenzustand |'¥(T)) dem Grundzustand

sehr nahe sein. Dieser unterscheidet sich durch eine geometrische 7y, j(f) und eine dynamische Phase

!'Das Hellmann-Feynman-Theorem in statischen Systemen lautet (|9, # |9, ) = 9, E,, fiir einen Eigenzustand |1, ) und
Eigenwert E, von H. Die Verallgemeinerung auf Floquet-Systeme erfordert die Einfiihrung eines neuen Skalarproduktes
{.n= lT j(')T (...) dt. Damit ergibt sich das Floquet-Hellmann-Feynman-Theorem:

<<¢a|aAHF|¢a>> = a/\ezx

mit |¢, ) als Floquet-Mode des Floquet-Hamilton-Operators H
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Kapitel 2. Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

Qa,k(t), was durch das adiabatische Theorem begriindet ist [50, 51]. Die geometrische Phase wurde
erstmals von M. V. BERRY eingefiihrt [52]. Der zeitlich entwickelte Vielteilchenzustand lasst sich

darstellen als
ocC

() =[] [] e72<DexrDc ,10), (2.11)
« keBZ |
mit
t t
Vax(®) = f Ay k() dt und 6, (H) = f E,(bHdt . (2.12)
0 0

Dabei ist A, ;. = i(u,(k)|0,u,(k)) der Berry-Zusammenhang des Bloch-Zustandes. Im adiabatischen
Limes sind die Einteilchenzustinde ebenfalls Eigenzustiande des Zeitentwicklungsoperators. Damit
sind die Floquet-Moden des Systems die Eigenzustinde des Hamiltonians. Die Quasienergien der
Floquet-Moden sind {iber die Summe aus geometrischer und dynamischer Phase gegeben, sodass in

erster Ordnung
1 T
ek Xl = 7 f (Enp(t) + Ag (1) dt (2.13)
0

gilt. Da die momentanen Bloch-Zustinde im adiabatischen Limes mit Floquet-Moden identifiziert
werden konnen, kann Gl. (2.9) angewendet werden. Der diagonale Anteil des Ladungstransportes nach

einer Periode lisst sich darstellen als:

occ dk T . .

QD = Z/ 27_[/ (OkEase(®) + i il 0% g i) + 1Ot e Dt 1)) - (2.14)
a YBZ 0

Aufgrund der k-Periodizitit verschwindet der Term mit d;E, ,(f). Wird der zweite Term partiell

integriert ergibt sich

occ dk T occ dk T
QD => f o f i ((Oktta el Oyt i) = (Opthy el Ot i) dt =D f o f O, dt .
x JBz 0 a VBZ 0
(2.15)

Dies ist die Ladungstransportgleichung von Thouless [36]. Sie beschreibt den quantisierten Ladungs-
transport im perfekt adiabatischen Limes. Die Quantisierung geht darauf zuriick, dass (), die Berry-
Kriitmmung des a-ten Bloch-Zustandes ist. Dabei ist die Berry-Kriimmung nicht, wie tiblicherweise,
abhingig von k, und k,, sondern von k und . Das Integral lasst sich als Chern-Zahl auffassen, sodass
QM) =>_, Cy € Z gilt. Damit ist die transportierte Ladung quantisiert. Dies hat insbesondere zur
Folge, dass eine Besetzung aller Bloch-Zustédnde verschwindenden Ladungstransport bedeutet.
Allgemein kann die Quantisierung des Thouless-Ladungstransportes, im Bild der topologischen Cha-
rakteristik periodisch getriebener Systeme, aufgefasst werden als Konsequenz einer nicht-trivialen
Windungszahl der Quasienergiebander. Somit besteht eine Korrespondenz zwischen der Dynamik des
Systems und der Invariante .
Die Voraussetzung der perfekten Adiabatizitit der Anregung ist essentiell fiir den quantisierten Trans-
port. Abweichungen von der perfekten Adiabatizitit wiirden zu Korrekturtermen hoherer Ordnung fiir
die zeitliche Entwicklung des Vielteilchenzustandes Anlass geben. Diese fithren zu einem Verlust der

Quantisierung [47, 53].

Gebrochene Translationsinvarianz  Die hier angefiihrte Rechnung basiert auf der Translationsinva-

rianz des Systems. Im Falle von Unordnung kann der Quasiimpuls k nicht mehr als gute Quantenzahl
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Kapitel 2. Ladungstransport in Floquet-topologischen Isolatoren

verwendet werden. Als Losung wurde, in Ref. [37], die Einfithrung sogenannter ,,twisted boundary

conditions“ (TBC) vorgeschlagen. Fiir eine 1D Kette mit diesen Randbedingungen gilt:
P(x 4 L) = e P(x). (2.16)

wobei & ein Phasenparameter ist. In Ref. [37] wurde weiterhin gezeigt, dass im thermodynamischen
Limes der exakte Wert von & nicht relevant ist. Dieses Resultat wird spiter erneut aufgegriffen. Des
Weiteren konnte gezeigt werden, dass sich, im adiabatischen Limes, die transportierte Ladung pro
Periode als Integral tiber die Berry-Kriimmung, in Abhéngigkeit von « und ¢, darstellen ldsst. Dies fithrt

auf eine Chern-Zahl und somit zur Quantisierung der transportierten Ladung.

2.3. Zugang von Laughlin - Quanten-Hall-Effekt

Die Messergebnisse zum Quanten-Hall-Effekt [6] konnten von Laughlin als Konsequenz der Eichin-
varianz der Mobilitdtskante gedeutet werden [38]. Sein Argument fiithrte dazu, dass die Existenz von
delokalisierten Kantenzustdnden Ergebnis einer nicht verschwindenden Hall-Leitfahigkeit ist. Diese
Schlussfolgerung ist sowohl im geordneten als auch ungeordneten Fall anwendbar.

Betrachtet wird ein 2D System, welches aufgrund PBC in y-Richtung Zylindergeometrie aufweist. Der
Umfang des Zylinders sei L, . Dies ermdglicht die Einfithrung von k,, als gute Quantenzahl.

- 'e‘ i ———

Kontakte{

1
1
1
1
4 1 -
1
1
[ ]

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Quanten-Hall-Geometrie.

Nun wird, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, das System von einem Fluss ® durchsetzt?. Dieser Fluss
geht iiber die Ersetzung
2
k,—k,+ T (2.17)

in den Hamiltonian des Systems ein. Weiterhin werden Kontakte an die offenen Kanten des Zylinders
angebracht, um eine Spannung V, senkrecht zu k,, anzulegen. Der Hall-Effekt liefert eine Relation
zwischen der Potentialdifferenz, zwischen den Kontakten, und dem Strom Iy. Der Stromoperator jy

kann iiber die Anderung des Hamiltonians bei Variation des Flusses ® dargestellt werden:

_9H L, oH

?Dies ist eine etwas andere Variante, als sie in der Originalarbeit von Laughlin [38] verwendet wurde. Dort wurde ein

magnetisches Feld senkrecht zum Mantel genutzt, was einem radialen Fluss entspricht.
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Sei |'¥) der momentane Grundzustand des Systems, so kann der Erwartungswert der y-Komponente
des Stromoperators tiber das Hellmann-Feynman-Theorem berechnet werden:

oE
(Y1.7,1¥) = D (2.19)
Wird dieser Ausdruck, unter der Annahme einer langsamen (adiabatischen) Einbringung des Flusses

@, diskretisiert, gilt
AE

I, =—.
V' AD
Dabei beschreibt AE die Anderung der Energie infolge des Flusses. Fiir den Fall, dass das System

(2.20)

isolierend im Volumen ist, findet, aufler eventuell an den Kanten, keine Verdnderung statt. Solange das
System topologisch trivial ist, wird sich aber auch dort nichts dndern.

Um dies zu zeigen, wird angenommen, dass im System N Zustinde existieren, die das Fermi-Niveau
kreuzen (N kann auch null sein). Sei weiterhin der Fluss exakt ein Flussquant ® = & = 1. Wird ein
ganzzahliges Vielfaches des Flussquants adiabatisch eingebracht, so gilt: Das von n® durchflossene
System ist eichdquivalent zum System ohne Fluss, denn das ganzzahlige Vielfache von ®( kann durch
eine Eichung entfernt werden |4, ) — ¢X |1, ) . Fiir nicht-ganzzahlige Werte wiren die Randbe-
dingungen verletzt. Aufgrund der Eichdquivalenz sind die Spektren des Systems fiir ® = Qund & = P,
identisch. In Abbildung 2.2 ist der sogenannte Spektralfluss schematisch dargestellt. Der Totalraum ist
der Hilbert-Raum, welcher zu jedem Wert von ® eine Familie an Eigenzustdnden beinhaltet. Diese

unterscheiden sich durch eine Phase.

Eigenzustand bei gegebenem
Fluss

Trajektorie
eines Zustandes

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des spektralen Flusses bei adiabatischer Einbringung des
Flussquants ®.

Das Spektrum des Hamiltonians geht bei diesem Prozess in sich selbst iiber. Wie verhalten sich die
Zustidnde? Nach Gl. (2.17) dndert sich der Impuls eines besetzten Zustandes um 27T/Ly. Das ist der
Abstand (energetisch) zweier benachbarter Niveaus in ky-Richtung. Jeder Zustand, der die Fermi-
Energie kreuzt, besitzt dann ein besetztes Niveau oberhalb und ein unbesetztes unterhalb. Diese beiden
Zustdnde aber sind rdumlich separiert auf der oberen und unteren Kante des Zylinders. Da wihrend des
ganzen Prozesses eine Spannung V, anliegt, muss die Energiednderung exakt derjenigen entsprechen,
die nétig ist, um N Elektronen (bzw. Locher) durch diese Potentialdifferenz zu bewegen: AE = NV ..
Da A® =1, folgt eine quantisierte Hall-Leitfahigkeit

Oy =1,V =N. (2.21)

Im Ergebnis ist die Quantisierung der Hall-Leitfahigkeit eine unmittelbare Konsequenz von Kantenzu-
stinden, mit Energien innerhalb der Bandliicke der Volumenzustdnde. Dieses rein auf der Eichinvarianz
basierende Ergebnis behilt seine Giiltigkeit bei Anwesenheit von Unordnung, vorausgesetzt die Mobili-
tatskante ist offen (siehe Abschnitt 3.1) und die Kantenzustinde sind delokalisiert.
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2.4. Nicht-adiabatische Effekte im Ladungstransport

Da die transportierte Ladung pro Periode in adiabatisch getriebenen Systemen quantisiert ist, soll nun
verstanden werden, warum dies fiir den Fall, dass das System nicht-adiabatisch getrieben wird, nicht

mehr moglich ist.

AFI-Modell Es wird der Ladungstransport im nicht-adiabatischen Fall, am Beispiel des AFI-Modells
(siehe Abschnitt 1.1), untersucht. Die Berechnung des Ladungstransportes erfolgt wiederum fiir eine
Zylindergeometrie, wobei der Zylinder von einem Fluss ® durchsetzt wird, welcher parallel zur Zylin-
derachse gerichtet ist. Der Fluss tritt im Hamiltonian tiber k, ——k, + %—ZCD auf. Durch geeignete
Wahl der Eichung kann das Problem auf TBC zuriickgefiihrt werden [25]. Anstatt jeder parallelen Linie

X2t P/Ly 7y geben, wird sich auf eine Linie, welche eine Phase ¢'®? erhilt, beschrinkt®. Dies

eine Phase e
entspricht exakt den TBC. Der Fluss ® wird hier noch nicht benétigt, allerdings die Periodisierung
in einer der Raumkoordinaten, da es sonst keine Moglichkeit gibt den Stromoperator im Ortsraum
sinnvoll zu definieren (siehe Abschnitt 2.1). Um den Anfangszustand eindeutig zu charakterisieren,
wird der Zylinder von der oberen Kante an bis zur Hilfte mit Elektronen besetzt. Des Weiteren sei der
Anfangszustand als Slater-Determinante aus Floquet-Zustidnden initialisiert, womit der Projektor auf

die initialen Floquet-Zustande |, ) durch

P = Conr 9o @or |, mit Cr = D (W)l (2.22)
an! rel, .
gegeben ist. Dabei enthalt I' .. die Gitterplatze r € IT', welche besetzt werden.
In der hier gewdhlten Situation konnen die Resultate aus Abschnitt 2.1 verwendet werden. Dafiir
muss sowohl die Ersetzung k = k, —— & als auch die Spur iiber Floquet-Moden |¢, ) durchgefiihrt

werden. Da der Hamiltonian eine Summe iiber k,, und & ist, gilt

oH  oH
o= om = (2.23)
*7 ok, 0P
Damit ergibt sich fiir Gl (2.6)%:
QDIE =T 1,008, (2.24)
[
Q)T =iy &M 20 (|0 Par) - (2.25)
an'!
' #a

Dabei ist 1, = c,, die Besetzungswahrscheinlichkeit des a-ten Floquet-Zustandes. Wir werden immer

den kumulativen Ladungstransport iiber lange Zeiten betrachten, sodass

QINDHE/IN =T Y " 1,098, = Q)4 (2.26)
«
und
Q(NT)off—diag/N — i INT(E,1—&,) < |8 > (2 27)
N e Coan’ ¢zx <I>¢zx’ .
oc%t:ézx

3Siehe Abschnitt 3.5, Abbildung 3.7.
“Der Faktor 1/L kommt in dieser Gleichung nicht vor. Dies hiingt mit der Wahl der Eichung zusammen.
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die Ausgangsgleichungen darstellen. Fiir ein nicht-entartetes Spektrum folgt I\lll—r>noo Q(NT)/N = Q(T)di8
(sieche Abschnitt 2.1).
Da der konkrete Wert von & im thermodynamischen Limes irrelevant ist, ergibt sich fiir die transpor-
tierte Ladung
. T 27
Q(T)diae = o > n, f 0 &, dP . (2.28)
u 0

Dabei tritt die Windungszahl des a-ten Floquet-Bandes um die FBZ, bei Variation des Flusses von 0 zu
27, auf. Da die Quasienergien glatte Funktionen von ® sind und fiir & = 0 und 277 tibereinstimmen
miissen, kann eine Quantisierung der Windungszahl gefolgert werden. Im Folgenden werden Volumen-
und Kantenzustande getrennt betrachtet. Ein Volumenzustand kann dispersiv auf den Fluss reagieren,
jedoch kann er keine nicht-triviale Windung aufweisen, womit dg &, = 0 gilt. Fiir den Fall /(T) = 1,
ist das Volumenband nicht-dispersiv und die Kantenzustande kreuzen dies ohne jegliche Kopplung
(Hybridisierung). Dies impliziert eine stetige Windung der Kantenzustinde um die FBZ. Fiir diesen
Fall kénnte also hochstens die Besetzungswahrscheinlichkeit eine Abweichung verursachen. Dies ist in
der gewidhlten Variante der Besetzung initialer Zustinde nicht méglich. Da die gesamte obere Hailfte
des Zylinders mit Teilchen besetzt ist, ist ein Kantenzustand, welcher auf der oberen bzw. unteren Kante
lokalisiert ist, mit Wahrscheinlichkeit eins bzw. null besetzt.
Fiir den Fall eines dispersiven Volumenbandes U(T) # 1 konnen die Kantenzustinde das Band
nicht kreuzen, es kommt zu einer Kopplung zwischen dem Volumen und den Kanten. Damit existiert
implizit eine Kopplung zwischen beiden Kanten. Der Zustand muss also das Volumenband passieren.
Dort sind vermiedene Kreuzungen vorhanden, welche kleine Bandliicken darstellen. Diese 6ffnen
sich an Resonanzpunkten (fiir () > 0), welche einen Entartungspunkt von Zustinden mit nicht
verschwindendem Uberlapp darstellen. Es konnte gezeigt werden, dass die Bandliicke, welche sich dort
offnet, exponentiell klein in 1/Q) ist [54].
Zusammenfassend kann gefolgert werden: Die vermiedenen Kreuzungen verursachen exponentiell
kleine Abweichungen in der Windungszahl. Die Grofle der Bandliicken steht im Zusammenhang
mit der Frequenz, mit der das System getrieben wird, und die Abweichung des Transportes von der
Quantisierung ergibt sich als Summe iiber alle Bandliicken. Ein Floquet-Band kann sich nicht stetig
um die FBZ winden [46, 47, 55].
Angewandt auf das AFI-Modell bedeutet dies einen Verlust der Quantisierung des Ladungstransportes
abseits perfekter Kopplung.

Numerische Betrachtung Fiir die numerische Berechnung wird folgende Darstellung der Transport-

gleichungen verwendet (sieche Anhang B):

QT =1 Conr (e lUT(DIGUD I, - (2.29)
ao!

Fiir die Berechnung der transportierten Ladung nach dieser Gleichung ist eine Bestimmung der Ei-
genvektoren [, ) von U) notwendig. Diese erfolgt mittels linearer Algebra Routinen von NumPy
[56]. Die Berechnung von 8¢L~{ erfolgt teils analytisch, teils mittels numerischer Matrixmultiplikati-
on. Da durch die Wahl der Eichung nur der erste und dritte Zeitschritt des Anregungsprotokolls im
AFI-Modell betroffen sind, existiert eine explizite ®-Abhangigkeit nur fiir L~11 (T) = ﬁl (T, ®) und
L~{3(T) = Z/ng(T, ®). Damit folgt (Abhangigkeiten unterdriickt):

AU = Usty[0eUs Uy + UstyUsls [0l ] . (2.30)
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Abbildung 2.3.: Darstellung von Q(NT)/N (oben) und Q(N T)°ft-diag/N (unten) fiir verschiedene Para-
meterpaare (., A) iber eine stroboskopische Zeit von 800T und Systemgrofie L = 50 x 50.

Es wird der Transport fiir die in Tabelle 1.1 gelisteten Parameter betrachtet. Die berechneten Daten fiir
ein L = 50x50 Gitter sind in Abbildung 2.3 dargestellt. Im oberen Diagramm ist die kumulativ gemittelte
transportierte Ladung Q(NT)/N in Abhangigkeit von der stroboskopischen Zeit NT dargestellt. Fiir
perfekte Kopplung (blau) ist, wie erwartet, quantisierter Transport fiir alle Zeiten zu erkennen. Fiir
alle anderen betrachteten Parameterpaare sind zu Beginn des Transports die Werte nicht quantisiert;
fiir lange Zeiten stellt sich ein oszillatorisches Verhalten ein, welches gegen den diagonalen Anteil
konvergiert (der ebenfalls nicht quantisiert ist). In Abbildung 2.3 (unteres Bild) ist das Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils QUN'T)°T~412¢/N fiir lange Zeiten gezeigt. Dies zeigt, dass im nicht-adiabatisch
getriebenen AFI-Modell fiir lange Zeiten kein quantisierter Transport auftritt. Dieses Ergebnis ldsst

sich fiir allgemeine d-dimensionale nicht-adiabatisch getriebene Systeme verallgemeinern.
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KAPITEL 3.

Unordnungseffekte in Floquet-topologischen Isolatoren

In diesem Abschnitt wird die Auswirkung verschiedener Unordnungsarten auf den Ladungstransport
in Floquet-Systemen untersucht. Dafiir wird eine kurze Einfithrung in die Anderson-Lokalisierung
gegeben. Es wird eine neue topologische Phase, der sogenannte AFAI, eingefiihrt, welche bemerkens-
werte physikalische Eigenschaften hat, wie z. B. einen quantisierten Ladungstransport, eine quantisierte
Leitfahigkeit sowie eine quantisierte Magnetisierungsdichte [25, 29, 30, 57]. Es sollen die grundlegen-
den Eigenschaften dieser Phase verstanden werden, insbesondere warum sich eine Quantisierung des

Ladungstransportes ausbildet. Dabei wird der Arbeit aus Ref. [25] gefolgt.

3.1. Anderson-Lokalisierung

P. W. ANDERSON stellte 1958 in seiner Originalarbeit [39] fest, dass Zustdnde in zufélligen Potentialen
lokalisieren konnen. Anderson-Lokalisierung kann als Quanteninterferenzeffekt aufgefasst werden.
Mogliche Pfade des Teilchens durch das Gitter konnen miteinander interferieren und zum Einfrieren
der Dynamik fiithren.

Betrachtet wird eine Wellenfunktion |3(r, #)) auf einem Gitter Z¢, welche initial auf dem Gitterplatz I,
lokalisiert ist. Diese weist in der zeitlichen Entwicklung ein diffusives Verhalten auf, d. h. die Wellenfunk-
tion breitet sich in der Zeit tiber das gesamte Gitter aus. Wenn zusitzlich Unordnung, z. B. in Form eines
zufilligen Potentials der Gitterplatze (nicht jede Art der Unordnung ist zur Anderson-Lokalisierung
tahig) eingefiihrt wird, kann dieses Verhalten verloren gehen. Der Verlust des diffusiven Verhaltens
resultiert in einer Beschrankung der Ausbreitung der Wellenfunktion in der zeitlichen Entwicklung.
Damit bleibt |(x, t)|2, fiir alle Zeiten ¢, beschrankt. Die Verteilung der Wellenfunktion nimmt in der

Regel eine charakteristische Exponentialform an:
[$m)? ~ e hVlec (3.1)

Dabei ist [}, die Lokalisierungslidnge. Das Teilchen befindet sich, fiir lange Zeiten, am wahrscheinlich-
sten, in einem Bereich des Gitters, welcher durch /. abgesteckt wird.

Anderson-Lokalisierung hangt von der Dimensionalitit des Gitters und der Stirke der Unordnung ab.
Falls d = 1, 2 gilt, konnte gezeigt werden, dass alle Zustdnde, unabhangig von der Starke der Unord-
nung, lokalisieren. In den Dimensionen drei oder héher ist eine kritische Unordnungsstéirke notwendig,
um alle Zustande zu lokalisieren [40]. Fiir Unordnungsstirken, welche kleiner als die kritische sind,
existieren lokalisierte und delokalisierte Zustidnde, die durch sogenannte Mobilitatskanten energetisch
separiert sind. Beim Erreichen des kritischen Wertes beriihren sich die Mobilitatskanten und es kommt
zu einem Metall-Isolator-Ubergang (Anderson-Ubergang). Eine experimentelle Messung dessen fin-
det sich in Ref. [58]. Die Phase, welche bei tiberkritischen Unordnungsstirken auftritt nennen wir
Anderson-Isolator.

Die vollstindige Lokalisierung aller Zustiande in 2D Systemen, bei jeder Unordnungsstérke, kann nur

auftreten wenn es topologisch trivial ist. In einem topologisch nicht-trivialen System (Chern-Zahl
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ungleich null) dagegen sind die Kantenzustidnde bis zu einer kritischen Unordnungsstérke geschiitzt.
Dieser kritische Wert ist dadurch bestimmt, dass ein Kantenzustand nur dann vernichtet werden kann,
wenn die Bandliicke (in der er spektral existiert) mit zunehmender Unordnung geschlossen wird [35,
59]. Das hingt damit zusammen, dass die Bander, welche die Chern-Zahlen tragen, erst zusammen-
kommen miissen, um diese zu dndern. Damit hat die nicht-triviale Topologie einen entscheidenden

Einfluss auf das Lokalisierungsverhalten in niederdimensionalen Systemen.

3.2. Anomaler Floquet-Anderson-Isolator

Ein FI wird, unter dem Einfluss von Unordnung, AFAI genannt, falls

1. die Kantenzustdnde bei allen Quasienergien existieren und mit den Volumenzustinden koexistie-

ren, sowie

2. die Volumenzustande vollstindig lokalisiert sind.

Existenz Im Hinblick auf die Existenz des AFAI wird das AFI-Modell (siche Abschnitt 1.1) mit fol-
gender Modifikation betrachtet: Im flinften Segment des Anregungsprotokolls besitzt jeder Gitterplatz
ein zufilliges Potential. Dieses wirkt sich derart aus, dass jeder Zustand eine Anderung seiner Pha-
se erfahrt ¢, —— ¢, + x . Dabei sei x € [—¢, ¢], mit ¢ als Unordnungsstirke, gleichverteilt. Bei
perfekter Kopplung, hat diese Art der Unordnung keinerlei Auswirkung auf das System, aufler einer
Phasenrandomisierung. Das ohne Unordnung flache Volumenband wird auf einen Bereich [—¢, ¢]
ausgedehnt, bleibt jedoch vollstandig lokalisiert. Die Kantenzustande sind weiterhin bei allen Quasiener-
gien vorhanden. Damit ist die Koexistenz von Kanten- und Volumenzustinden bei allen Quasienergien,
falls ¢ = 7, gegeben. Unter diesen Bedingungen kann von der Erhaltung des bisher quantisierten
Transportes ausgegangen werden.

Dies zeigt prinzipiell die Existenz des AFAI. Was daraus nicht hervorgeht, ist die Stabilitét bei Variation
der Parameter 7 und A. Die Invarianz unter Parametervariationen ist essentiell fiir die Charakterisie-

rung des AFALI als topologische Phase. Dies wird im Folgenden genauer untersucht.

Rechtfertigung der Definition Gemif3 seiner Definition besitzt der AFAI Eigenschaften, die sich
stark von jenen unterscheiden, die in statischen Systemen realisierbar sind. Im statischen Fall sind
delokalisierte Kantenzustinde immer an die Existenz delokalisierter Zustande im Volumen gebunden
[35]. Dazu betrachten wir ein System in Zylindergeometrie, welches von einem magnetischen Fluss
durchsetzt wird. Die méglichen Anderungen der Eigenzustinde wihrend des adiabatischen Anschaltens

des Flusses sind gegeben durch
1. die Erhaltung der Energie, oder
2. einem Fluss zu einer neuen.

Wie bereits bekannt, zeigen Kantenzustédnde letzteres und Volumenzusténde ersteres Verhalten. Wenn
der Fluss auf ein Flussquant angewachsen ist, ist der Hamiltonian eichdquivalent zu dem Hamiltonian
ohne Fluss. Dies bedeutet, dass der spektrale Fluss der Kantenzustidnde endlich bleibt, was nur moglich
ist wenn die Kantenzustdnde an delokalisierte Volumenzustdnde koppeln. Dieses Argument stiitzt sich

darauf, dass in statischen Systemen das Spektrum beschrankt ist und von Volumenzustinden begrenzt
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werden muss, welche delokalisiert (dispersiv) sind. Im periodisch getriebenen Fall handelt es sich um
ein periodisches Spektrum, welches nicht durch Volumenzustinde begrenzt werden muss, sondern
es konnen Kantenzustande existieren, welche tiber die Quasienergiezone hinweg Volumenzustdnde
koppeln. Damit der spektrale Fluss endlich bleibt, ist kein delokalisierter Volumenzustand notwendig,
welcher mit dem Kantenzustand koppelt. Die Terminierung des spektralen Flusses hat in der Periodizitt
der FBZ eine Losung. Es kann sich ein Kantenzustand stetig und geschlossen um die FBZ winden.
Damit dies moglich ist, miissen die Volumenzustdnde vollstandig lokalisiert sein, da andernfalls der
Kantenzustand mit Volumenzustinden hybridisieren wiirde. Diese Uberlegungen fiihren genau auf die
Definition des AFAI, wobei Unordnung genutzt wird um die Lokalisierung der Volumenzustande zu

erreichen.

3.3. AFI-Modell mit Unordnung

H H
2) 7 b) ¢
H/ \\ Hs Hy / \ 73
(P) (D)
+H pis

\ Hs+H i H,y / \ Hs Hy /

Abbildung 3.1.: a) AFI-Modell unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (P). Diese Unordnung
wirkt ausschliellich im fiinften Segment des Anregungsprotokolls. b) AFI-Modell unter dem Einfluss

von Unordnungsvariante (D). Diese Unordnung wirkt in allen fiinf Segmenten.

Um den Einfluss der Unordnung im AFAI zu untersuchen, werden zwei verschiedene Unordnungsarten
diskutiert.
Die erste Unordnungsart, im folgenden Phasenunordnung (P) genannt, wurde fiir die Begriindung der

Existenz des AFAI bereits verwendet. Sie tritt im Modell in der Form
Ht) = Hyean® + 50> _ &P clc, (3.2)
rel’

auf, mit den Definitionen und H(t) = H

Zufallsvariable, welche gleichverteilt aus [—x, x] gewéhlt wird. Eine schematische Darstellung der

dean(®) aus Gl (1.1). Dabei ist &P eine gitterplatzabhingige
Anderung des Anregungsprotokolls findet sich in Abbildung 3.1 a).

Hiufig besteht nur ein Interesse an dem Ergebnisse fiir maximale Unordnungsstarke y = 77, da diese
eine eindeutige Einordnung des Regimes (AFAI oder Anderson-Isolator) ermdoglicht. Die Wirkung

von (P) auf einen Zustand tritt erst nach seiner Propagation ein. Im geordneten Fall hitte |, ) nach

Lennard Berg 19




Kapitel 3. Unordnungseffekte in Floquet-topologischen Isolatoren

einer Periode eine Phase e7*¢«T erhalten. Durch Unordnung wird die Phase neu verteilt. Fiir perfekte
Kopplung hat der Zustand nach einer Periode eine Phase e~¢aT+%, wenn er auf dem Gitterplatz
r € I" endet. Fiir den Fall y = 7 erféhrt der Zustand eine vollstindige ,,Phasenrandomisierung“ iiber
den komplexen Einheitskreis. Weiterhin kdnnen, unter der Wirkung von (P), Zustdnde Anderson-
lokalisieren (sieche Abschnitt 3.1). Die Volumenzustande lokalisieren, im Falle einer trivialen Chern-Zahl,
vollstindig (unabhingig von der Unordnungsstérke). Die zweite Unordnungsvariante (D) platziert in
jedem Zeitschritt zuféllige Potentiale auf den Gitterpldtzen. Dabei sind diese in jedem Schritt gleich.

Diese Unordnungsart wird durch

H(t) = Haean) + > _ &Pcle, (3.3)

rel’

beschrieben. Dabei ist &P eine ortsabhingige Zufallsvariable, welche gleichverteilt dem Intervall
[-W/2, W/2] zu entnehmen ist. Eine schematische Darstellung dessen findet sich in Abbildung 3.1 b).
Diese Art der Unordnung greift explizit in die Kopplungen ein und verdndert damit zuféllig die Wahr-
scheinlichkeiten fiir ein Teilchen zwischen gekoppelten Gitterplatzen zu ,,hiipfen® Es ist bekannt, dass
diese Art der Unordnung zur Anderson-Lokalisierung fiihrt, sodass, in 2D, alle Volumenzustidnde
lokalisieren, falls C = 0 [39, 40].

Im Folgenden soll verstanden werden, welche topologischen Eigenschaften im geordneten System vor-
handen sein miissen, sodass der AFAI erwartet werden kann. Dabei werden zwei Fille unterschieden:

C = 0und C = £1, wobei eine nicht-triviale W5 Invariante vorausgesetzt wird.

= |okalisiert

delokalisiert

Mobilitatskanten

Abbildung 3.2.: Auswirkungen der Unordnungsvarianten auf die Quasienergieverteilung, fiir den Fall
C = +1. Dabei werden in blau und rot die delokalisierten Kantenzustdnde und in schwarz und grau
die lokalisierten, respektive delokalisierten, Volumenzustiande gezeigt. Unordnungsvariante (P) ist fiir

maximale Stirke gezeigt x = 7t. Dies ist der Fall, in dem die Kantenzustdnde nicht annihilieren.
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Fall C = +1 (Abbildung 3.2): Hier tritt ein Kantenzustand in das obere Volumenband von unten/
oben ein.
Unordnungsvariante (D): Es ist bekannt, dass die Kantenzustinde bis zu einer gewissen Unord-
nungsstirke Bestand haben kénnen. Solange die Mobilitdtskanten sich nicht beriihren, ist die
topologische Phase geschiitzt. Diese bezeichnen wir als Floquet- Anderson-Isolator. Im Floquet-
Anderson-Isolator kann ein Kantenzustand nicht bei allen Quasienergien existieren, sondern ist
durch die Mobilititskanten des Volumenbandes eingeschrankt. Beim Schliefien der Mobilitéts-
kante annihilieren die Kantenzustdnde und das System erfahrt einen Phaseniibergang zu einem
Anderson-Isolator. Der Annihilationsprozess ist unabhingig davon, welche der Bandliicken sich

zuerst schliefSt. x> Xe

0<x<xe

&) FBZ (:1—;—

Abbildung 3.3.: Prozesse unter der Einwirkung von Unordnungsvariante (P). Fiir x > 0 reprasentieren

die grauen Abschnitte die Bander im geordneten Fall. Im Haupttext §; = 0 und ¢, = +7/T.

Unordnungsvariante (P): Die Volumenzustidnde lokalisieren nicht vollstindig bis eine kritische
Unordnungsstirke x, erreicht wird. Fiir ¥ < x. < 7t ist keine der Bandliicken geschlossen
worden. Damit ist das Volumenband, iiber einen Bereich +;, weiter ausgedehnt, als im geordneten
Fall (siehe Abbildung 3.3). Hier koexistieren (delokalisierte) Kantenzustdnde und (lokalisierte)
Volumenzustidnde bei den selben Quasienergien. Wenn x = x, erreicht wird, kommt es zum
Schlieflen einer der beiden Bandliicken. Dabei muss unterschieden werden, welche zuerst schlief3t.
Sei beispielsweise VW, ,r = 1 und W, = 0. Die Gréfle der Bandliicken sei durch Agg, respektive
%ap > Agg gilt, schlie3t sich bei y = x, die Bandliicke mit W, = 1,
was eine Annihilation der Kantenzustdnde zur Folge hat, sowie eine vollstindige Lokalisierung
aller Zustinde: in diesem Fall resultiert ein Anderson-Isolator. Falls Agap < Agg gilt, schlief3t

sich die Bandliicke mit W, = 0. Dies fiithrt dazu, dass der Kantenzustand sich vollstandig um

Agap, gegeben. Falls A

die FBZ windet und die Volumenzustidnde vollstindig lokalisieren: in diesem liegt ein AFAI vor.
Beide Fille werden durch die Bedingung A(C)}ap = Agg separiert. In Abbildung 3.2 ist letzterer
Fall, fiir x = 7, dargestellt.
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Fall C = 0 (Abbildung 3.4): Hier tritt ein Kantenzustand in das obere Volumenband von unten/ oben
ein und verldsst dieses von oben/ unten. Dies ist der interessanteste Fall in Floquet-topologischen
Systemen, da dieser den Zusammenbruch der Chern-Zahl als topologische Invariante nach sich
zieht. Da die Volumenzustdnde vollstindig lokalisiert sind, muss der Kantenzustand diese kreuzen.
Die Kopplung zum Volumenband ist ausgeschlossen, somit windet sich der Kantenzustand stetig
um die FBZ. Dies setzt die vollstindige Lokalisierung voraus. Damit ist die Koexistenz von
lokalisierten Volumen- und delokalisierten Kantenzustinden gewdahrleistet. Diese Betrachtung

ist unabhingig von den Unordnungsvarianten.

= |okalisiert

delokalisiert

Abbildung 3.4.: Auswirkungen der Unordnungsvarianten auf die Quasienergieverteilung, fiir den Fall
C = 0. Dabei werden in blau und rot die delokalisierten Kantenzustinde und in schwarz und grau
die lokalisierten, respektive delokalisierten, Volumenzustinde gezeigt. Unordnungsvairante (P) ist fiir

maximale Stirke y = 71 gezeigt.

An dieser Stelle sei der wesentliche Unterschied beider Varianten hervorgehoben: Die zufillige Vertei-
lung von Potentialen auf den Gitterpldtzen in jedem Segment, erfordert die Anwesenheit von Kantenzu-
standen in beiden Bandliicken, damit moglicherweise ein AFAI realisiert wird. Bei Phasenunordnung
wird im Allgemeinen nur die Anwesenheit eines Kantenzustandes benétigt, um einen AFAI zu realisie-

ren.
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3.4. Statistische Methoden zur Beschreibung ungeordneter Systeme

In diesem Abschnitt werden zwei Methoden zur Klassifizierung von Lokalisierungs-Delokalierungs-
Ubergingen diskutiert und auf das AFI-Modell (Abschnitt 1.1) angewendet.

3.4.1. Level spacing ratio

Die Untersuchung der Verteilung von Eigenwerten von Floquet-Hamiltonians kann genutzt werden,
um Lokalisierungs-Delokalisierungs-Uberginge zu studieren [60]. Es wurde bereits bemerkt, dass
die Quasienergie-Dispersionen von delokalisierten Volumenzustianden (mit nicht verschwindendem
Uberlapp) sich nicht kreuzen diirfen, womit eine AbstofSung zwischen den Energieniveaus herrscht.
Sind hingegen alle Volumenzustinde vollstindig lokalisiert, sodass der Uberlapp zwischen rdaumlich
separierten Zustinden vernachlassigbar klein ist, konnen sich die Energieniveaus beliebig nahe kommen.
Diese Betrachtungsweise fiihrt zu einer wichtigen Unterscheidung in der Statistik beider Quasienergie-
Verteilungen. Die sogenannte ,,level spacing ratio“ (LSR) ist definiert als:

5, = m € [0,1], mit 6, = €,,1 — &, - (3.4)
Hier beschreibt §,, ,_; den spektralen Abstand vom a-ten Floquet-Zustand zum dariiber- bzw. darun-
terliegenden Zustand. Die LSR ist das Verhiltnis der beiden Abstdnde, welches derart gewéhlt wird,
dass es immer zwischen null und eins liegt. Anhand der Verteilung P(s) der LSR s, kann zwischen
lokalisierten und delokalisierten Zustanden unterschieden werden [60]. Fiir delokalisierte Zustande

erwartet man eine Verteilung

32
Pext(8) 1= Pgue(s) = ?526_452/7T, (3.5)

die dem sogenannten ,,gaussian unitary ensemble“ (GUE) folgt. In dieser Verteilung scheinen sich
Energieniveaus abzustoflen (P, (0) = 0), so wie es fiir delokalisierte Zustinde mit endlichen raum-
lichen Uberlapp zu erwarten ist. Fiir lokalisierte Zustande mit vernachlassigbarem Uberlapp sollten

Quasienergien unabhingig voneinander verteilt sein, was zur Poisson-Verteilung
Ploc(s) ‘= ,PPoi(s) =e’. (3.6)

fihrt. Als Indikator fiir lokalisierte oder delokalisierte Zustinde, konnen wir den Erwartungswert der

Verteilungen als Kontrollparameter nutzen. Dieser ist durch
(Pexi(9)) = 0.603, und (Py,.(s)) ~ 0.386 (3.7)

gegeben [61].

LSR im AFI-Modell Es wird die LSR genutzt, um die vollstindige Lokalisierung der Volumenzustin-
de im AFI-Modell, unter dem Einfluss von Unordnung, zu bestitigen. Falls dies erfiillt ist, folgt die
Existenz der Kantenzustande bei allen Quasienergien aus bisherigen Diskussionen. Fiir eine anschauli-
che Darlegung dessen, kann auch das Propagationsverhalten eines initial angeregten Gitterzustandes
betrachtet werden, wie in Ref. [25].

Das AFI-Modell wird unter PBC verwendet, sodass ausschliefllich Informationen tiber die Volumenzu-

stinde erhalten werden. In Abbildung 3.5 ist die gemittelte LSR (s)  fiir beide Unordnungsvarianten
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in Abhingigkeit von der jeweiligen Unordnungsstirke dargestellt. Es wurde dabei iiber 300 Unord-
nungsrealisierungen, sowie iiber die LSR aller Zustande gemittelt. Dabei wurde eine Systemgrofle von
L =70 x 70 verwendet. In Teilbild a) ist die Unordnungsvariante (D) zu sehen. Die LSR (s) geht
mit steigender Unordnungsstéirke von der GUE- in die Poisson- Verteilung iiber. Die kleinen Abwei-
chungen vom exakten Wert verschwinden im thermodynamischen Limes. Nur das Parameterpaar
(J, D) = (1.25,0) ist noch weit von der Poisson-Verteilung entfernt. In Teilbild b) ist die Unordnungs-
variante (P) zu sehen, welche fiir alle Parameterpaare, bei maximaler Unordnungsstarke, eine sehr
genaue Ubereinstimmung mit der Poisson-Verteilung zeigt. Selbst das kritische Parameterpaar aus a)

zeigt hier eine deutliche Anndherung an die Verteilung, welche fiir L — oo exakt sein sollte.

0.60 -
0.55 1
~20.50 1
N2
0.45 1
0.40 ~
0 /2 T
Unordnungsstarke WT Unordnungsstarke x

Abbildung 3.5.: Darstellung der gemittelten LSR (s) ,in Abhéngigkeit der jeweiligen Unordnungsstérke,
tiir ein System der Grofle L = 70 X 70. Gemittelt wurde tiber 300 Unordnungsrealisierungen. a) Zeigt

die Ergebnisse unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (D) und b) von Unordnungsvariante (P).

3.4.2. Inverse participation ratio

Die ,,inverse participation ratio“ (IPR) ist eine weitere Grofle, um Anderson-Lokalisierung zu quantifizie-
ren. Die IPR ist als zweites Moment der rdumlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Wellenfunktion

definiert. Auf einem d-dimensionalen Gitter Z ist die IPR des a-ten Zustandes definiert als:

b= [lw)] (3.8)

rezA

Um zu verstehen, wie die IPR zwischen lokalisierten und delokalisierte Zustanden unterscheidet,
betrachten wir ein Gitter mit L Platzen. Ist der Zustand |1, ) delokalisiert, und damit im Wesentlichen
tiber die gesamten L Gitterplitze gleichverteilt, so ist p, ~ 1/L. Im thermodynamischen Limes L — oo
verschwindet also die IPR. Fiir einen lokalisierten Zustand, der im Wesentlichen auf eine endliche
Zahl an Gitterplatzen eingeschrankt ist, bleibt die IPR dagegen endlich. Insbesondere fiir einen streng
auf einen Gitterplatz lokalisierten Zustand gilt p, = 1, unabhéngig von L. Damit kann fiir grofe L
entschieden werden, ob ein Zustand (eher) lokalisiert ist (fiir p, > 1/L) oder delokalisiert ist (fiir
p, < 1/L).
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Des Weiteren kann die IPR als Abschdtzung der Lokalisierungslinge verwendet werden:
Pt 2 (3.9)

Dieser Zusammenhang lasst sich fiir ein 1D System leicht verstehen. Sei [, ) ein lokalisierter Zustand,

also | (r|Y,) |2 ~ ¢~ 1™hoc, Bei der Berechnung von p besitzen nur die Gitterplitze innerhalb des Intervalls
[=[-I¢

loc

an Gitterplidtzen in I beschreibt. Die Anzahl ist proportional zu [} , sodass (3.9) folgt. Fiir hohere

/2,1 /2] einen nicht zu vernachldssigenden Beitrag. Damit ist p, 2 1/n1, wobei n die Anzahl

Dimensionen d > 1, gilt die Verallgemeinerung n ~ ([f; C)d und damit p,, =~ (I} C)_‘71.

IPR und Lokalisierungslingen im AFI-Modell Die Lokalisierung der Volumenzustinde des AFI-
Modells unter dem Einfluss von Unordnung kann nun auf einem zweiten Weg bestitigt werden. Fiir eine
Untersuchung des AFI-Modells bei groflen Unordnungsstirken und dem zugehorigen Phaseniibergang
wird auf Ref. [25] verwiesen. Uber p,, =~ (e C)_2 liegt zusitzlich eine Abschétzung der Lokalisierungslan-
ge bei gegebener Unordnungsstirke vor. Es werden nur gemittelte Groflen (p)  und (/) betrachtet.

Dabei wird einerseits iiber die Unordnungsrealisierungen, als auch iiber alle Zustande gemittelt. In

a) b)
1.0« (J,N)
- (1.25,0)
0.8 7 - (14,0
. (11/2,0)
L0617 - (712,02)
=
0.4 1
0.2 1
0.0 1 -
40 7 .~ oq
o.o .o L ...o
30+ * o
2204 - PEEY
0 L T T T T T T
0 5 10 0 7t/2 T
Unordnungsstirke WT Unordnungsstarke x

Abbildung 3.6.: Mittlere IPR (p) und Lokalisierungslange (/,.) fiir eine Systemgrofle von L =
70 x 70. Es wurde jeweils eine Mittelung tiber 300 Unordnungsrealisierungen durchgefiihrt. a) Zeigt

die Ergebnisse unter dem Einfluss von Unordnungsvariante (D) und b) von Unordnungsvariante (P).
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Abbildung 3.6 ist die mittlere IPR und die Lokalisierungslinge (diese stellt nur eine Abschétzung dar)
fir eine Systemgrofie von L = 70 X 70 dargestellt. In Teilbild a) ist Unordnungsvariante (D) dargestellt.
Es ist zu sehen, dass fiir mittlere Unordnungsstirken WT € [4, 8] die mittlere Lokalisierungslange
viel kleiner als die Systemgrofe ist, was auf eine vollstindige Lokalisierung der Zustdnde schliefien
lasst. Auch hier ist eine grofiere Abweichung des Parameterpaares (J,A) = (1.25,0) zu erkennen
(im Vergleich zu den tibrigen). Fiir Unordnungsstarken > 8 beginnen die Zustdnde zu delokalisieren.
Dieses Verhalten ist mit einem Anderson-Ubergang bei grofieren Unordnungsstirken (WT ~ 20)
zu begriinden [25]. In Teilbild b) ist Unordnungsvariante (P) dargestellt. Wir sehen fiir maximale
Unordnungsstarke, dass fiir alle Parameterpaare eine Lokalisierungsldnge vorliegt, welche weit kleiner
als die Systemgrofie ist.

Aus den Resultaten beider Abschnitte kann eine vollstandige Lokalisierung der Volumenzustande fiir
beide Unordnungsvarianten geschlossen werden. Fiir das Parameterpaar ([J,A) = (1.25,0), unter

Einwirkung von (D), ist diese Aussage nicht gesichert.

3.5. Ladungstransport unter dem Einfluss von Unordnung

In Abschnitt 2.4 wurde der Ladungstransport im AFI-Modell diskutiert und festgestellt, dass auf3erhalb
der perfekten Kopplung kein quantisierter Transport stattfinden kann. Dies war der Kopplung von Kan-
tenzustdnden in die Volumenbénder geschuldet womit sich die Quasienergiebénder der Kantenzustinde

nicht mehr vollstindig um die FBZ winden.

Allgemeine Betrachtungen An dieser Stelle konnen die Resultate fiir den Ladungstransport aus
Abschnitt 2.4 iibernommen werden, da in Anwesenheit von Unordnung die Herleitung des Ladungs-
transportes Bestand hat. Es muss beachtet werden, dass zusitzlich iiber die Unordnungsrealisierungen
gemittelt werden muss. Dies wird, wie bereits zuvor, gekennzeichnet mit (...). Es gibt eine weitere Mog-
lichkeit der Mittelung: wie in Abschnitt 2.4 erwéahnt, ergibt die Wahl des Stromoperators 7, = 8q,7-i
nur Sinn, wenn eine Eichung festgelegt wurde. Diese wird derart gewdhlt, dass alle Gitterplitzer € I
mit x = x,, eine Phase e~'® erhalten (siche Abbildung 3.7 b)). Die Bestimmung der transportierten
Ladung sollte unabhéngig von der Wahl des x sein. Es kann fiir alle xy € I',, der Transport berechnet,
welcher iiber dieser Linie stattfindet und anschlieflend gemittelt werden. Diese Mittelung ist dquivalent
zu der tiber die Unordnungsrealisierungen. Dafiir wird keine weitere Notation verwendet.

Der Ladungstransport ist durch Gl. (2.29) gegeben. Analog zu den dort gemachten Uberlegungen kann
auch hier (Q). in einen diagonalen und nicht-diagonalen Anteil aufgeteilt werden. Jedoch ist das Ver-
schwinden des nicht-diagonalen Anteils fiir lange Zeiten nicht gesichert und bedarf einer gesonderten
Untersuchung, die letztlich auf die Quantisierung des Ladungstransportes im AFAI fiihrt. Vor der
genaueren (numerischen) Untersuchung dieser Situation soll zunéchst ein physikalisches Argument

gegeben werden, wie die Quantisierung des Ladungstransportes im AFAI ermoglicht wird.

Quantisierter Transport im idealen AFAI  Die Begriindung ist der von Laughlin zur Quantisierung
der Hall-Leitfahigkeit dhnlich. Wenn das System in der Zylindergeometrie von einem Fluss ® durchsetzt
wird, und alle Bedingungen des AFALI erfiillt sind, gilt:

« die Wirkung des Flusses auf vollstindig lokalisierte Zustinde verschwindet. Diese besitzen eine

triviale Antwort auf den Fluss d4,& = 0. Préziser ausgedriickt kénnen die Energien sich um einen
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Abbildung 3.7.: a) Darstellung der Besetzung des Gitters und die Durchsetzung dessen durch den Fluss
®. b) Darstellung der Wahl der Eichung.

Betrag proportional zu e~/1oc dndern. Fiir ein System, welches grof§ genug ist (L > I;,.), gilt

« die Wirkung des Flusses auf Kantenzustinde entspricht beim Einbringen von exakt einem Fluss-
quant der Verschiebung (energetisch) von einem Zustand in den nichsten. Die Quasienergien
benachbarter Zustinde unterscheiden sich um 27t/(L, T), sodass dq & = +271/(TL,,) gilt. Daraus
kann gefolgert werden, dass, im Falle der Summierung iiber alle Zustdnde nahe einer Kante, die

transportierte Ladung pro Periode quantisiert ist.

Die Eichidquivalenz des Hamiltonians nach der Einbringung eines Flussquants ist fiir die Folgerungen
entscheidend. An dieser Stelle sei das etwas technischere Argument aus Ref. [25] dargelegt.
Zunichst wird eine Deformation des Hamiltonians betrachtet, um die Invariante vg, (siehe GI. (1.17))

nutzen zu konnen. Diese kann mit der Zahl der Kantenzustinde n identifiziert werden. Da diese

edge
jedoch nur wohldefiniert ist, wenn der Zeitentwicklungsoperator ini Volumen der Identitdt gleicht,
muss dieser homotop abgedndert werden. Wie bereits bekannt, ist dies iiber die ,,pull-back“- Abbildung
moglich. Diese zieht den Zeitentwicklungsoperator U(T) auf die Identitit zuriick (siehe Anhang A Gl.
(A.7)). Diese Abbildung soll derart abgedndert werden, dass sie die Kanten des Systems unberiihrt lasst
und das Volumen auf die Identitét zuriickzieht (siehe Abbildung 3.8). Der deformierter Propagator
erhalt eine Blockstruktur (siehe Gl. (1.18)). Dabei wirken die Operatoren ﬁe,l »(T) ausschlieSlich in
einer Umgebung der Kante, welche bis zu einer Tiefe von [, in den Zylinder hineinragen soll (genaueres
dazu findet sich in Ref. [25]). Der exakte Wert von [y > 0 ist nicht relevant, solange er viel grofier als
die Lokalisierungsldngen der Volumenzustinde im undeformierten Fall ist. Damit gilt

12 _ ,1/2
|vd> | - nedge 4 (3-10)

mit 1/2 als Indizierung fiir u 1,2(T). Eine von null verschiedene Windungszahl vg, impliziert die Existenz
von delokalisierten Kantenzustdnden, da alle Volumenzustande lokalisiert sind und einen vernachlés-
sigbaren spektralen Fluss aufweisen. Damit ist auch begriindet, weshalb der exakte Wert von [ nicht
relevant sein kann: wenn [ grofier gewahlt wird, kommen lokalisierte Zustande hinzu, welche keinen

Beitrag leisten. Damit kann 71,4, nicht geéndert werden.
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Abbildung 3.8.: Schematische Darstellung der Deformation und der Blockstruktur welche u - (T) dadurch
erhalt. Rechts ist die Struktur der Deformation dargestellt, welche auf 'H% angewendet werden muss,
um den gewiinschten Effekt zu erzielen. Die Abdnderung des Volumenpropagators ist notwendig um

die Invariante (Windungszahl) sauber definieren zu kénnen.

Diese Konstruktion weist die idealisierte Eigenschaften fiir einen quantisierten Transport unter dem
Einfluss von Unordnung auf. Im Folgenden soll verstanden werden, weshalb, bis auf exponentiell kleine
Korrekturen, diese Konstruktion mit dem undeformierten Propagator identifiziert werden kann. Es
muss (Q)‘#ag = Negge fiir den AFAI gelten, selbst wenn U/(T) # 1 gilt.

Quantisierter Transport im AFAI  Betrachtet wird ein System in Zylindergeometrie, welches von
einem Fluss ® durchsetzt wird. Weiterhin wird das Gitter von der oberen Kanten an bis zu einer Lange
lg > I, mit Elektronen besetzt. Die Bestimmung des Anfangszustandes ist analog zu Abschnitt 2.4,
sodass der Projektor auf die initial besetzten Zustdnde durch GI. (2.22) bestimmt ist. Damit konnen die
bisher bekannten Gleichungen zur Berechnung der transportierten Ladung verwendet werden (siehe
GL. (2.29)). Unter der Annahme, dass fiir lange Zeiten der nicht-diagonale Anteil verschwindet, wird
zur Diskussion nur der diagonale Anteil benétigt. Dieser ist durch
i T 27
ag _ - ~

Q) = 272;%]0 I, dP (3.11)

(siehe GL (1.16)

und (1.19)) die Anwesenheit der initialen Besetzungswahrscheinlichkeit n1, = ¢,, sowie die Tatsache,

gegeben (siehe Gl. (2.28)). Damit ist der einzige Unterschied im Vergleich zu 71,44,
dass U(T) nicht zwangslaufig der Identitdt im Volumen gleicht. Es sei angemerkt, dass nur, wenn der
Anfangszustand als Slater-Determinante aus Floquet-Eigenzustinden gewéhlt wird, die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten exakt null oder eins sind, im Allgemeinen aber auch andere Werte annehmen

kann. Die moglichen Beitrage aus Gl. (3.11) werden genauer betrachtet:

o Bei der Variation von ® kommt es zu vermiedenen Kreuzungen, sodass z. B. ein Zustand, wel-
cher sehr nahe der Kante lokalisiert ist y < [, mit einem Zustand, welcher nahe dem Ende
des Fiillstandes y ~ [ lokalisiert ist, hybridisiert. Falls bei der Variation von ® ein derartiger
Resonanzpunkt auftritt, wird sowohl dg €, als auch 1, beeinflusst. Aufgrund dessen, dass die
Zustande raumlich separiert sind, sind deren Kopplungen exponentiell klein. Damit die Hybridi-
sierung signifikant wird, miissen die Energien mit exponentieller Genauigkeit eingestellt werden.

Die Abweichungen sind exponentiell klein ~ e~/0hoc und die Anzahl solcher Resonanzen wichst
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nur polynomial in der Systemgrdfe, sodass fiir L, > [y > [}, (und L, ~ L,) der Effekt auf
(Q)‘%iag vernachlissigbar klein ist [25].

Die restlichen Beitrage, welche zu Abweichungen fithren, kénnen in 3 Kategorien eingeteilt werden.

1. Zustinde, welche weit weg von der besetzten Region lokalisiert sind y > [, haben nur expo-
nentiell kleine Besetzungswahrscheinlichkeiten 7, sodass deren Beitrag zum Ladungstransport

vernachléssigbar klein ist.

2. Zustande, welche nahe der Kante in der gefiillten Region lokalisiert sind y < [, haben nahezu
perfekte Besetzungszahlen n, ~ 1. Der Beitrag dieser Zustinde zum Transport, als auch die

Zustinde selber, sollten insensitiv gegeniiber dem Deformationsprozess sein.

3. Zustinde, welche nahe dem Rand der gefiillten Region lokalisiert sind yy ~ [y, konnen Besetzungs-
zahlen aufweisen, welche weder nahe null noch nahe eins sind. Sie sind wie alle Volumenzustinde
des AFAI lokalisiert, womit dg €, einen exponentiell kleinen Beitrag liefert, welcher vernachlis-

sigbar ist.!

Damit kann man schlieflen, dass im thermodynamischen Limes die exponentiell kleinen Fehler ver-
schwinden und alle relevanten Beitrage zu (Q)‘,}iag , bis auf exponentiell kleine Anderungen unter der

Deformation, erhalten bleiben, sodass

<Q>(]1"iag = nedge (3.12)

fir den AFAI gelten muss. Insbesondere ist die transportierte Ladung quantisiert.

Numerische Ergebnisse

Zur numerischen Untersuchung wurde das AFI-Modell mit beiden Unordnungsvarianten (D), (P)
implementiert, und der Ladungstransport mittels Gl. (2.29) berechnet. Eine Beschreibung der nume-
rischen Methoden findet sich in Abschnitt 2.4, wobei nun bei der Erstellung der Matrizen U (T) bzw.
8¢L~{ (T) die Unordnung zu beriicksichtigen ist. Fiir beide Unordnungsvarianten werden die Parameter-

paare aus Abschnitt 1.2 Tabelle 1.1 untersucht.

In Abbildung 3.9 ist der diagonale Anteil (Q)‘%iag, der transportierten Ladung, fiir beide Unordnungsva-
rianten gezeigt. Es wurde eine Systemgrofe von L = 50 X 50 verwendet und iiber 300 Unordnungsrea-
lisierungen gemittelt. Teilbild a) zeigt den Fall fiir Unordnungsvariante (D). Fiir die perfekte Kopplung
(blau) ist die Quantisierung erst im thermodynamischen Limes exakt. Dies hdngt mit dem expliziten
Eingreifen von (D) in das Kopplungsverhalten zusammen. Fiir zwei weitere Parameterpaare (rot und
griin) liegt der Transport sehr nahe bei eins, und man kann annehmen, dass der Transport im thermo-
dynamischen Limes quantisiert ist. Fiir das letzte Parameterpaar (tiirkis), welches bei der Untersuchung
der Lokalisierungseigenschaften schon Abweichungen aufwies (siehe Abbildung 3.5), kann selbst im
thermodynamischen Limes keine Quantisierung des Transportes erwartet werden. Teilbild b) zeigt den
Fall fiir Unordnungsvariante (P). Es ist fiir alle vier Parameterpaare eine Quantisierung des Transportes
fiir den Fall maximaler Unordnungstirke (Y = 77) zu sehen. Hervorgehoben sei, dass die perfekte

Kopplung ihren perfekt quantisierten Wert von eins fiir alle Unordnungsstérken beibehalt. Alle anderen

' An dieser Stelle kann zusitzlich angemerkt werden, dass Volumenzustédnden keinen persistenten Strom tragen kénnen,

sodass fiir die Langzeitbetrachtung des Systems klar ist, dass diese Zustidnde keinen Beitrag liefern konnen.
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Abbildung 3.9.: Transportierte Ladung (Q)(j{iag in Abhidngigkeit der jeweiligen Unordnungstarke. Das
System hat eine Gréfle von L = 50 X 50 und es wurde iiber 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. In

a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) ist die Unordnungsvariante (P) dargestellt.

Parameterpaare kommen der eins so nahe, dass bei dieser Systemgrofie ein relativer Fehler von 10710
besteht.

Die Daten aus Abbildung 3.9 kénnen nicht unabhingig von der Betrachtung des nicht-diagonalen An-
teils diskutiert werden. In Abbildung 3.10 ist zusitzlich (Q)?\flf; 498 i Abhangigkeit der stroboskopischen
Zeit NT dargestellt. In Teilbild b) ist fiir alle vier Parameterpaare ein oszillatorisches Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils zu sehen. Der Transport in dem System wird demnach fiir lange Zeiten durch
den diagonalen Anteil beschrieben. Dieser ist nach Abbildung 3.9 im Limes L — oo quantisiert. Fiir
Teilbild a) existieren zwei Beitrdge (rot und tiirkis) welche nicht gegen null konvergieren. Dieses Verhal-
ten ist in der endlichen Systemgrofe begriindet, sodass fiir den Limes N, L — oo ein Verschwinden des
nicht-diagonalen Anteils erwartet wird. Wird weiterhin auf die Skalierung der Achsen in a) geachtet, so
ist eindeutig, dass, z. B. fiir die tiirkise Kurve, der gezeigte Wert keine Korrektur zur Quantisierung des
Parameterpaares beitragen kann.

Weiterhin sind die Skalierungseigenschaften mit der Systemgrof3e zu untersuchen. Dazu wird der Fall
J € [0, 71/2]) und A = 0 betrachtet. In Abbildung 3.11 ist die Abhdngigkeit des diagonalen Anteils der
transportierten Ladung in Abhangigkeit von [J und der Systemgrof3e L gezeigt. Die gestrichelten (roten)
Linien markieren die Phasengrenzen, welche Abbildung 1.4 entnommen sind. In Teilbild a) ist die
Unordnungsvariante (D) zu sehen. Innerhalb der ersten Phase (C = 0 und triviale Windungszahl) ist
bis kurz vor der Phasengrenze [J =~ 71/4 kein Transport zu sehen. Die Skalierung, die der Transport am
Ende aufweist, ist so schwach, dass sich keine eindeutige Aussage {iber das Verhalten fiir L — oo treffen
lisst. In der zweiten Phase (C = +1) ist ein nahezu linearer Anstieg des Transportes zu erkennen. Hier
ldsst sich ebenfalls keine eindeutige Aussage treffen. In der letzten Phase ldsst sich eine Konvergenz zum
quantisierten Ladungstransport vermuten. Es wird vermutet, dass die letzte Phase (fiir A = 0) durch
die Unordnungsvariante (D), im thermodynamischen Limes, perfekt quantisierten Transport aufweist.
In Teilbild b) ist Unordnungsvariante (P) dargestellt. Hier ist zu erkennen, analog zu Teilbild a), dass in

der ersten Phase kein Transport bis kurz vor der Phasengrenze stattfindet. Die Skalierung ldsst darauf
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Abbildung 3.10.: Transportierte Ladung (Q)})\if; diag i Abhingigkeit der stroboskopischen Zeit NT. Das
System hat eine Gréfle von L = 50 X 50 und es wurde iiber 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. In

a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) die Unordnungsvariante (P) dargestellt.

schlielen, dass der Transport fiir L — oo verschwindet. Damit ist diese Phase dem Anderson-Isolator
zuzuordnen. Fiir die zweite und dritte Phase ist zu vermuten, dass im thermodynamischen Limes ein
AFALI vorliegt. Genauer wird vermutet, dass sich fiir L — oo eine Stufenfunktion ausbildet, welche
in der ersten Phasen der Wert null und in der zweiten und dritten Phase den Wert eins annimmt.
Diese Vermutung ist den in Abbildung 3.11 zu beobachtenden Skalierungseigenschaften geschuldet, die
rechts bzw. links vom niherungsweisen Fixpunkt bei J = 71/4 zu monoton fallendem bzw. steigenden
Verhalten von (Q)C}iag als Funktion von L fithrt. Die Beobachtungen zu Abbildung 3.11 decken sich mit
bisherigen Diskussionen (siehe Abschnitt 3.3).

Abschlielend soll der Transport in demselben Parameterraum ((/, A) € [0, 71/2]?) untersucht werden,
wie es fiir die Chern-Zahl getan wurde (siehe Abbildung 1.4). Eine Darstellung beider Phasendiagramme
ist in Abbildung 3.12 dargestellt. Dabei wurde eine Systemgrofie von L = 50 x 50 verwendet. Im rechten
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Abbildung 3.11.: Abhangigkeit des diagonalen Anteils (Q)(%iag der transportierten Ladung vom Pa-
rameter J fiir verschiedene Systemgroflen. Alle Daten wurden iiber 300 Unordnungsrealisierungen
gemittelt. In a) ist die Unordnungsvariante (D) und in b) die Unordnungsvariante (P) gezeigt. Die
gestrichelten (roten) Linien markieren die Phasengrenzen, welche Abbildung 1.4 entnommen wurden.

Bild ist Unordnungsvariante (D) dargestellt. Hier ist es, aufgrund der nicht eindeutigen Skalierung von
(Q)‘%iag (siehe Abbildung 3.11), nicht méglich eine verléssliche Erwartung fiir die Phasengrenzen im
thermodynamischen Limes anzugeben. Es ist jedoch zu erkennen, dass in einem endlichen Intervall von
J und A der Transport sehr nahe am quantisierten Wert liegt. In diesem Bereich ist eine perfekte Quan-
tisierung fiir L — oo zu erwarten. Im rechten Bild ist das Phasendiagramm der Unordnungsvariante (P)
gezeigt. Im Vergleich zu (D) ist der Bereich, welcher einen (nahezu) quantisierten Transport aufweist,
grofSer. Dies deckt sich mit bisherigen Diskussionen. Angelehnt an Abschnitt 3.3 wurde durch die blaue
Linie der Bereich gekennzeichnet, welcher die Phasengrenze fiir L — oo bestimmt. Der Bereich des

AFAI ist durch die Bedingung:
(3.13)

falls C = +1 (oberes Volumenband)

fallsC = 0, WO = WT(/T ?é 0

0 > AT
AGap < AGap ’

vollstindig
gegeben. Der Bereich, welcher durch diese Bedingung nicht erfasst wird, ist dem Anderson-Isolator

zuzuordnen.
Zusammenfassend zeigen diese Daten, dass es in einem endlichen Parameterbereich (7, A), unter dem

Einfluss beider Unordnungsvarianten, zu einer naherungsweisen Quantisierung des Transportes kommt
c}lag des Ladungstransportes, der nahe dem quantisierten

Dies entspricht einem diagonalen Anteil (Q)
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Wert von eins ist, wobei der nicht-diagonale Anteil fiir lange Zeit gegen null konvergiert. Die Frage, ob
das hier betrachtete Modell einen AFAI als topologische Phase im strengen Sinn realisiert, lasst sich
mit unseren numerischen Daten nicht beantworten. Dafiir wiren Untersuchungen groflerer Systeme

notwendig, um die jetzt vermuteten Konvergenzen bestitigen zu konnen.

(Q)ges (Q)ges
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
1 i 1 i
77/2

Phasengrenze
firL - o

< 71/4

0
0 7t/4 /2 0 7t/4 7t/2
J J
Abbildung 3.12.: Diagonaler Anteil des Ladungstransportes (Q)‘%iag fir (7,A) € [0, 71/2]2. Es ist

L = 50 x 50 und es wurde tiber 300 Unordnungsrealisierungen gemittelt. Linkes Bild: stellt Unord-
nungsvariante (D) dar. Rechtes Bild: stellt Unordnungsvariante (P) dar. Es ist zusdtzlich in blau, die im

thermodynamischen Limes erwartete, Phasengrenze angegeben (siehe Abschnitt 3.3 und Gleichung
(3.13)).
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Zusammenfassung und Ausblick

Unter dem Einfluss von Unordnung kann sich in periodisch getriebenen Systemen eine neue topologi-
sche Phase ausbilden, der sogenannte AFAI, welcher erstmals von Titum et al. in Ref. [25] eingefiihrt
wurde.

In der vorliegenden Arbeit wird einerseits die Moglichkeit untersucht, mit verschiedenen Unordnungs-
arten ein periodisch getriebenes System in die AFAI Phase zu tberfiihren, andererseits werden die
dabei auftretenden Effekte auf den Ladungstransport studiert. Insbesondere widmet sich die Arbeit der

Frage, unter welchen Bedingungen der Ladungstransport quantisiert ist.

In Kapitel 1 wird zunichst der AFI vorgestellt, als Beispiel einer topologischen Phase in periodisch
getriebenen Systemen, welche kein Gegenstiick in statischen Systemen besitzt. Hierzu wird das von
Rudner et al. in Ref [24] vorgeschlagene Modell benutzt. Am Beispiel dieses Modells wird diskutiert,
dass die Chern-Zahl keine geeignete Invariante ist, um die Volumen-Kanten-Korrespondenz in peri-
odisch getriebenen Systemen zu formulieren. Stattdessen werden die Invarianten v und WV verwendet,
welche die Homotopieklassen von 771 (U(N)) bzw. 7t5(U(N)) beschreiben. Aus physikalischer Sicht
liefert v den Ladungstransport pro Periode, wahrend V5 die Topologie des Volumens klassifiziert. Die
Volumen-Kanten-Korrespondenz in periodisch getriebenen Systemen besteht nun darin, dass v und
W5 denselben Wert haben.

In Kapitel 2 wird analysiert, wie sich der Ladungstransport in periodisch getriebenen Systemen be-
schreiben lasst. Dazu wird der formale Zusammenhang zwischen der transportierten Ladung und der
Invariante v abgeleitet.

Wihrend fiir adiabatisch getriebene Systeme die Arbeiten von Thouless und Laguhlin die Quantisierung
des Transportes bzw. der Leitfahigkeit erklaren, zeigt sich, dass fiir nicht-adiabatisch getriebene Systeme
die Quantisierung im Allgemeinen verloren geht. Als Ursache hierfiir werden vermiedene Kreuzungen
in Volumenbindern und ein mangelnder Uberlapp zwischen initialen und momentanen Zustinden
identifiziert. Quantisierter Transport im nicht-adiabatischen Fall tritt nur bei bestimmten Parametern
auf, so im AFI-Modell in perfekter Kopplung (7, A) = (71/2, 0). Diese Situation zeichnet sich durch
flache Volumenbinder aus, sodass sich die Quasienergie-Dispersion eines Kantenzustandes vollstindig
um die FBZ windet.

In Kapitel 3 werden Unordnungseffekte auf den Ladungstransport untersucht und das Konzept der
Anderson-Lokalisierung eingefiihrt. In Kombination mit topologischen Kantenzustdnden kann Anderson-
Lokalisierung zum AFAI fithren, der durch die Koexistenz von delokalisierten Kantenzustinden und
vollstindig lokalisierten Volumenzustinden bei allen Quasienergien charakterisiert ist. Es wird erklart,
warum der AFAI quantisierten Ladungstransport nicht nur bei bestimmten Parametern, sondern in
einem endlichen Parameterbereich aufweist, und damit eine eigenstandige topologische Phase dar-
stellt. Fiir das AFI-Modell wird anhand zweier Unordnungsvarianten die Moglichkeit untersucht, den
AFALI zu realisieren. Die numerische Untersuchung dieses Modells bestatigt die Existenz des AFAI
insoweit, dass die Volumenzustidnde unter dem Einfluss beider Unordnungsvarianten lokalisieren und
der Ladungstransport bis auf Korrekturen quantisiert ist, die der endlichen Systemgrofie zugeschrieben

werden konnen.
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Ein strenger Nachweis der perfekten Quantisierung des Ladungstransportes, und damit der eindeutigen
Existenz des AFAI als topologische Phase, kann durch die numerischen Untersuchungen endlicher
Systeme allerdings nicht erreicht werden. In nachfolgenden Arbeiten sollte daher eine numerische
Behandlung grof8erer Systeme zusammen mit einem ,,finite-size-scaling“ erfolgen, mit dem die (in der
Systemgrofle exponentiell kleinen) Korrekturen zur exakten Quantisierung erfasst werden kénnen.

Dariiber hinaus wire es interessant zu sehen, ob sich die in Ref [62] fiir nicht-hermitesche periodisch
getriebene 1D Ketten gefundene perfekte Quantisierung des Ladungstransportes auch auf ungeordnete
2D Systeme iibertragen und mit dem Konzept des AFAI verbinden ldsst. Hierzu miisste das in der
vorliegenden Arbeit verwendete Modell eines AFAI so erweitert werden, dass sich Kantenzustidnde

durch eine imaginare Bandliicke trennen lassen.
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ANHANG A.

A.l.

Beweis des Matrixexponentials (1.8)

Zunachst wird GI. (1.6) Umformuliert zu
H, k) =(A,,0), (A1)

mit o = (¢, 0¥,0%)T und A, = (=7 cos((k,,)), =T sin((k,%,)), ). Es gilt pa,, = A,,, mit
= |A,|| = V7% + A2. Zu berechnen ist demnach das Exponential e~#@n-9) Um dies geschickt

anzugehen werden die Antikommutatorrelationen der Pauli-Matrizen {0}, 0;} = 29; ;1 sowie (0h? =1,

]
fir j = x, y, z, genutzt. Die Potenzen von (a,,, o) ergeben sich zu:

(a,,0)% = [(@X0*)2 + (a0¥)? + (a507)2] + [axan{ax,a } +aXaz{o,, 0.} +ajaz{c O'Z}]

[ 1=1 =0
=1
(a5, 0)° = (a,,0)% (2, 0)
=(a,,0)
(a,,0)?" =1 (A.2)
(a,, 0" =(a,, 0) (A.3)
Mit der Kenntnis der Relationen (A.2) und (A.3) lasst sich das Matrixexpoential bestimmen:
© k 2k 2k 2k+1 2k+1
. 1 1
it (an.o) Z (ip <a”’ ) =1 s ;k — t+i(a,.0) Z - )2k DI
= = @o! 2k +1)!
=1 cosu+i(a,,o)sinpu
=lcosu+i(A,, o) Sy (A.4)

Einsetzen von A,, liefert das Resultat (1.8), mit ¢ = 1 und der Exponentialdarstellung von Sinus und

Kosinus.

Beweis der Identitit (1.11)

Es sei U(T + t, T) = U(t,0) fiir einen Zeitentwicklungsoperator zu Zeigen, welcher von einem T-

Periodischen Hamiltonian erzeugt wird.
Der Zeitentwicklungsoperator ist bekanntermaf3en durch die Eigenschaft U(¢)|4,(0)) = |9, (1)) cha-
rakterisiert. Aufgrund dessen erfiillt 2/ (t) die Bewegungsgleichung

i0,U(t) = HOU®) (A.5)
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welche Gl. (1.3) als Losung hat. Sei V(t) :=U(T +t,T) = U(T + t, 0)U4T(t,0) so kann dies in G. (A.5)

eingesetzt werden, und es ergibt sich:

i, V(1) = i0,U(T + t,00U (t,0))
= H(t + TU(T +t,00U(t,0)
= HOUT +t,00U (t,0)
=HV() (A.6)

Unter Beachtung, dass V(0) = 1 = U(0, 0) gilt, erfiillen V(¢) und U/(t, 0) dieselbe Bewegungsgleichung
zum gleichen Anfangswert, sodass V(t) = U(t, 0) geschlussfolgert werden kann.

Propagator ungleich Identitit

Fiir den Fall, dass der Zeitentwicklungsoperator nach einer Periode nicht der Identitit gleicht, kann er
tiber die sogenannte ,,pull-back“- Abbildung
i

Vo(t) = UDe " F, mit HE = T

logs U (A.7)

transformiert werden [24, 44]. Die Quasienergieabhingigkeit ist dem Fakt geschuldet, dass ein Haupt-
zweig des Logarithmus gewahlt werden muss. Da eine homotopie von U(t) zu V() existiert [44],

besitzt V,(t) selbige Invariant. Dies rechtgertigt die Transformation.
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ANHANG B.

B.1.

Beweis der Identitit (2.2)

Zu Zeigen sei die Identitét (2.2). Dabei sei (1) ein vom Parameter A explizit abhangiger Hamiltonian,

welcher den Zeitentwicklungsoperator erzeugt. Dann gilt fiir die Ableitung des Propagators nach dem

Parameter A:
0
— I ~iH(nADAL
UM = lim 9, 11
n=N
N k-1 0 '
= lim (—iAt)Z H E_ZH(pAt)AtE)AH(kAt)He‘ZH(’Ak)
N-oo =0 p=N P
T
= —if U(T, o, HHU(t,0) dt (B.1)
0

Transportgleichung

Hier gelten alle Annahmen fiir das AFI-Modell aus dem Haupttext (sieche Abschnitt 2.4). Den Ausgangs-
punkt zur Herleitung von Gleichung 2.29 bildet die Integration des Erwartungswertes des Stromes #(t)

uiber eine Periode T:

1 T
QD) =+ f Tr{p(H) 7t} dt . (B.2)
0
Dabei ist L der Umfang des Zylinders, p die momentane Dichtematrix in Floquet-Basis, explizit als:
0D = puplaO)Ba® . mit pg = > (B, (0)]r)(x|P5(0)) . (B.3)
a,B rel’ ..

Es gilt p(t) = u (t, O)pOZ/NI T(t,0) sowie At) = 8q>7-l(t). Damit ldsst sich die transportierte Ladung

darstellen als

Q) =

1 (7 ~. .

- / Tr {po Ut (t,0004HHU(L,0) } . (B.4)
L 0

Die Nutzung von Gl. (2.2), Ut (t,0) = U T(T)’Z] (T, t) sowie die Spurbildung iiber Floquet-Moden |¢,,)
tithrt zu der Darstellung:

QN = 13 cuwr Bul ' MISUDIB,) (B.5)

an’

Dabei gilt p,,/ = Cn, flir die im Haupttext verwendet Notation.
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