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Aufgabe 6 (20 Punkte)

Maxwellkonstruktion:
Im Unterschied zum idealen Gas wechselwirken in einem realen Gas die Teilchen
miteinander. Mit Hilfe eines idealisierten Modells kurzreichweitiger Abstoßung und
langreichweitiger Anziehung zwischen den Gasteilchen ergibt sich nach Van der Waals
(Dissertation 1873, Leiden) die modifizierte Zustandsgleichung(

P +
N2a

V2

)
(V −Nb) = NkBT . (1)

a) Skizzieren Sie die Isothermen P = P(V) eines durch Gl. (1) definierten Van-der-
Waals-Gases. (Die Teilchenzahl sei konstant.) Zeigen Sie, dass man die Helm-
holtzsche Freie Energie F(V) für konstante Temperatur durch ein Integral über
P(V) erhält, und skizzieren Sie F(V) anhand der Skizze für P(V) (schematisch,
durch “graphische Integration”) in einem weiteren Diagramm. Identifizieren Sie
Bereiche, in denen F(V) nicht konvex ist. (5 Punkte)

In diesen Bereichen bezeichnet Gl. (1) thermodynamisch instabile Zustände, und die
wahre Zustandsgleichung muss in diesen Bereichen modifiziert werden. Die Bereiche
rechts und links der nicht-konvexen Bereiche werden als zwei verschiedene Phasen
des Materials interpretiert, einer Gasphase und einer Flüssigkeitsphase. Um eine
physikalisch sinnvolle Freie Energie, die konvex als Funktion von V ist, zu erhalten,
ersetzt man den Verlauf der Isothermen im konkaven Bereich durch eine Kurve, die
der Koexistenz der beiden Phasen bei den Volumina VA und VB entspricht.

b) Leiten Sie aus der Bedingung mechanischer Stabilität (PA = PB) für diesen Fall
den Verlauf der Isothermen im F − V-Diagramm und im P − V-Diagramm ab.
Zeigen Sie, dass sich die Lage der Endpunkte VA und VB des Koexistensbereichs
von Gas und Flüssigkeit im P − V-Diagramm aus der Bedingung

ˆ VB

VA

P dV = PA(VB − VA) (2)

ergibt. Gl. (2) entspricht der Maxwellkonstruktion. Bei der Maxwellkonstuk-
tion bestimmt man die Kurve P = PA und die Endpunkte VA und VB im
P − V-Diagramm so, dass die jeweiligen Flächen zwischen der Van-der-Waals-
Isothermen und der wahren Isothermen im Koexistenzbereich oberhalb und un-
terhalb von P = PA ein bestimmtes Verhältnis haben. Welches? (6 Punkte)

c) Die Maxwell-Konstruktion lässt sich auch ganz allgemein aus den Bedingungen
für thermodynamische Stabilität der Koexistenz zweier Phasen A und B ablei-
ten. Wegen des möglichen Austauschs von Teilchen zwischen den beiden Phasen
muss µA = µB gelten. Mecahnische Stabilität erfordert PA = PB. Benutzen Sie
diese Bedingungen und die Gibbs-Duhem-Relation, um Gl. (2) herzuleiten. (4
Punkte)



d) Bei einer kritischen Temperatur Tc reduziert sich der Koexistenzbereich auf
einen Punkt Pc(Vc) im P − V-Diagramm. Bestimmen Sie Tc, Vc und Pc als
Funktion von a, b und N. (5 Punkte)

Zusatzaufgabe 3 (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass man die Gibbssche Freie Enthalpie G(P) für konstante Temperatur
(und Teilchenzahl) durch ein Integral über V(P) erhält, und skizzieren Sie G(P)
anhand der Skizze für P(V) schematisch in einem weiteren Diagramm. Identifizieren
Sie Bereiche, in denen G(P) unphysikalisch ist. Zeichnen Sie G(P) für T < Tc und
für T > Tc. Versuchen Sie schließlich, in den Diagrammen P(V), F(V), und G(P)
metastabile Bereiche auf den Kurven zu identifizieren.


