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Zusammenfassung

Es wird eine Einfithrung in die Behandlung von Messdaten und die Schétzung ihrer Abweichungen vom
unbekannten wahren Wert gegeben. Sie richtet sich vor allem an Studenten verschiedener Studienrich-
tungen, die in einem physikalischen Praktikum die ,, Kunst des Messens® erlernen wollen. Dem Experi-
mentator wird in kompakter Form das notige Handwerkszeug fiir den sicheren Umgang mit experimentell
gewonnenen Daten bereitgestellt. Die Darstellung bemiiht sich um Anschaulichkeit einiger grundlegender
Begriffe und Verfahren. Wer jedoch die streng mathematischen Grundlagen erlernen moéchte, muss auf
die weiterfiihrende Literatur zur Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik verwiesen werden.
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1 Grundbegriffe

1.1 Messen, Mafizahl und Einheit

Naturwissenschaften wie die Physik entwickeln Theorien iiber Phinomene und Vorgénge in der Natur,
deren Wahrheitsgehalt durch Beobachtungen und Experimente beurteilt wird. Der erste Schritt hierzu
sind Messungen, bei denen eine physikalische Grofe G bestimmt wird, fir die eine Mafleinheit [G] und
eine Messvorschrift wohl definiert ist. Messen bedeutet, das Vielfache {G} der MaReinheit zu ermitteln.
{G} heilt MafSzahl. Das Messergebnis wird geschrieben als

G ={G}[q] .
Gelte beispielsweise fiir die Messung einer Lange,
L=5m ,

dann sind {L} = 5 die Mafzahl und [L] = m die Mafeinheit, das Meter. Folgende Schreibweisen sind

ebenso zuléissig
L

L/m=—=5.
m
Betrédgt eine Mafszahl null, so ldsst man in der Regel die Einheit weg, man schreibt also zum Beispiel
L =0 statt L = 0m. Eine Ausnahme stellen Temperaturangaben wie ¢ = 0 °C dar, um Verwechslungen
von Temperaturskalen, etwa der Kelvin— mit der Celsius—Skala, zu vermeiden.

In der Physik werden nach dem Internationalen Einheitensystem 7 Basisgrofen und zwei ergédnzende
Einheiten definiert. Das sind

Basisgrofie und Einheit

die Léange 1 das (auch der) Meter m

die Masse m das Kilogramm kg

die Zeit t die Sekunde s

die elektrische Stomstérke I  das Ampere A

die Temperatur T' das Kelvin K

die Stoffmenge das Mol mol

die Lichtstérke die Candela cd
erginzende Grofse und Einheit

ebener Winkel ¢ der Radiant rad

rdumlicher Winkel (2 der Steradiant sr

Alle anderen physikalischen Groéfsen sind daraus abgeleitet, wie zum Beispiel die kinetische Energie Fi;,
bei der Translation eines Korpers der Masse m ([m] = kg) und der Geschwindigkeit v, [v] = m/ s

1 kg - m?
FEyin = §mv2 , mit der Mafeinheit [Ey,] = gizm .
s

1.2 Messreihe

In einem Experiment soll eine physikalische Grofe gemessen werden, beispielsweise die Lufttemperatur.
Wird eine solche Messung mehrmals ausgefiihrt, so wird in der Regel nicht immer der selbe Messwert

1) Man beachte, dass beim exakten Formelsatz die physikalische Grofte kursiv und die Mafeinheit steil zu setzen sind.
Folglich bezeichnet zum Beispiel m die Mafseinheit Meter und m die physikalische Grofe Masse.

2) Beim exakten Formelsatz wird eine physikalische Grofe mit nur einem Buchstaben bezeichnet. Mochte man beispiels-
weise verschiedene Energieformen wie die kinetische und die potentielle unterscheiden, so macht man dies mit Indizes, die
steil gesetzt werden, man schreibt also Ej;, und Ejot. Als Index sind méglichst Kiirzel zu verwenden oder besser nur ein
Buchstabe. Man sollte sich jedoch an die iibliche Notation halten.
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Abb. 1: Konstruktion der empirischen Verteilungsfunktion P(z) fiir Stichproben {xn}ﬁlzl unterschiedlicher Léngen,
N = 30 (oben) und N = 270 (unten). Die Daten stammen aus einer Computersimulation. Sie sind normalverteilt und
voneinander unabhéngig, mit dem Mittelwert p = 0 und der Standardabweichung o = 1. Eingetragen sind auch jeweils der
empirische Mittelwert T, die Standardabweichung der Einzelmessung s, sowie der Vertrauensbereich sz.

erhalten. Die Folge der N Messwerte, die Messreihe oder auch Stichprobe,

{x1,20,.. ., Tn,...on} = {z, )N, (1)

schwankt also im Allgemeinen. Folglich stellt sich die Frage, wie man einen Wert findet, der dem unbe-
kannten wahren Wert z, moglichst nahe kommt.

Abbildung |1] (links) zeigt zwei Beispiele fiir Messreihen der Linge N = 30 bzw. N = 270§’ | Die Werte
schwanken um den als unbekannt angenommenen wahren Wert z,.|* /| Allerdings sind die meisten Werte
dichter als 3 beim wahren Wert.

Wegen der zufélligen Schwankungen fasst man eine jede Messung als Ergebnis eines Zufallsexperimentes
auf. Das Ergebnis einer Messung z wird dann als Realisierung einer Zufallsgrifie X angesehen. Eine
Zufallsgrofe ordnet einem zufélligen Ereignis F (etwa eine bestimmte Zeigerstellung des Messgerétes)
eine reelle Zahl = zu, X : F — z. Das Ereignis E besteht hier also darin, dass das Messinstrument
einen bestimmten Messwert anzeigt. Die reelle Zahl ist dann die Mafszahl der Messgrofe. Die zugehorige
Mafseinheit ergibt sich aus der Beschriftung oder anderen Angaben zum Messgerét.

3) Fiir die folgenden Betrachtungen ist die Maeinheit [z] nicht von Bedeutung und wird deshalb weggelassen, es werden
also nur die Mafzahlen {z} betrachtet. Man kann sich auch auf den Standpunkt stellen, die Messgrofe = habe die Einheit
[x] = 1. Man sagt dann auch, ,,x ist einheitenlos“. Im Englischen schreibt man auch [z] = a.u., was fiir ,, arbitrary unit*
steht.

4) Der wahre Wert ist in der Abbildung konkret angegeben, zw = 0. Er ist hier bekannt, weil die beiden Datensitze aus
einer Computersimulation stammen. In der Messpraxis ist zw jedoch immer unbekannt.




1.3 Wahrer Wert

Die Begriffsbildung wahrer Wert ist problematisch, weil sie davon ausgeht, dass es diesen Wert tatséchlich
gibt. Aber schon das einfache Beispiel der Abmessungen eines mehr oder weniger unregelméfigen realen
Rundstabes lehrt uns, dass dies streng genommen unzulissig ist. Nur in der mathematischen Idealisierung
etwa als Zylinder kann dem Stab eine bestimmte Lange zugeordnet werden. Auf immer kleineren Skalen
entspricht ein realer Stab aber immer weniger seinem Ideal. Wenn dennoch von einer ,, wahren Grofe*
ausgegangen wird, so wird darunter eine iiber die geometrischen Unregelméfbigkeiten gemittelte Groke
verstanden. Wiederholte Langenmessungen an einem Stab etwa mit einer Schieblehre, die immer wieder
erneut angesetzt wird, liefern im Allgemeinen unterschiedliche Messergebnisse, sofern die Prézision der
Schieblehre ausreicht, die Unregelméafigkeiten des Stabes aufzulosen.

Ein wahrer Wert ist somit als ideeller Wert anzusehen, der in der Regel nicht bekannt ist. Ausnahmen

ergeben sich beispielsweise, wenn die Messgrofe nur diskrete Werte annehmen kann, wie etwa beim
Wiirfeln.

Abweichungen einer Messgréfe vom wahren Wert heiffen Messabweichung, veraltet auch Messfehler

1.4 Verteilungsfunktion

Um die zufilligen Schwankungen der Messwerte in einer Messreihe zu beschreiben, konstruiert man die
empirische Verteilungsfunktion

P(z) = — , mit N, = Anzahl der Messwerte fiir die z,, < = gilt. (2)

Somit ist P(x) die relative Haufigkeit, mit der Messwerte kleiner als = in der Messreihe zu finden
sind. Sie hat Werte zwischen 0 und 1. Abbildung (rechts) zeigt zwei Beispiele. Es ist leicht einzusehen,
dass P(x) mit wachsendem z nicht abfallen kann. An den Werten x,, der Messreihe hat P Sprungstellen
der Hohe 1/N.

Sind die Messwerte alle verschieden, so kénnen sie eindeutig der Gréfse nach sortiert werden. Die so
geordnete Messreihe sei

1 <9< ... <Tp<...<TN . (3)
Es gilt dann,
0 : r < w1
Pz)={ (n—1)/N : z,1 < z < x,, firn=23,...,N

1 zy < =z

Die Verteilungsfunktion ist eine sog. Treppenfunktion. Sie hat Werte zwischen 0 und 1 und genau N
Treppenstufen gleicher Hohe P(z,,) — P(2,—1) = 1/N. Diese Stufen werden also bei ldngeren Messreihen
kleiner, vgl. Abb. [1] (oben und unten). Unter der Voraussetzung, dass alle Messwerte verschieden sind,
ergibt sich fiir N — 400 eine stetige Funktion. Auch wenn dieser Grenziibergang praktisch nicht vollzogen
werden kann, konnen doch niemals unendlich viele Messungen aufgenommen werden, so ist dies doch ein
sinnvolles Konstrukt, um schliefslich zu einer Theorie der Messfehler zu gelangen.

5) Das Deutsche Institut fiir Normierung (DIN) legt mit der ,, DIN 1319“ Normen fiir die Messtechnik fest. Die Schrift
besteht aus 4 Teilen. Der erste Teil DIN 1319-1 hat den Titel ,, Grundbegriffe der Messtechnik: Messen, Zahlen, Priifen*
und wurde zuletzt 1995 aktualisiert.




1.5 Verteilungsdichte

Sei P(x) eine Verteilungsfunktion fiir den Grenzfall unendlich vieler Messwerte, also fiir N — +oo.
Dariiber hinaus sei sie differenzierbar. Dann heifit die Ableitung

dP(x)
Verteilungsdichte oder auch Wahrscheinlichkeitsdichte. Umgekehrt kann aus der Dichte die Verteilungs-
funktion berechnet werden,

Fiir die folgenden Betrachtungen sind drei Kennzahlen der Verteilungsfunktion wichtig.
Mittelwert (Erwartungswert):

400
,uz/ xp(x)dx . (4)

— 00

Streuung (Varianz):

Standardabweichung:

1.6 Normalverteilung

Abbildung 2] zeigt die Dichte der sogenannten Normalverteilung oder auch Gaussverteilung,

1 (z—p)?
e at (7)

o\X) =
Pu,() oo

Wegen ihrer markanten Form wird sie auch Glockenkurve genannt. Die Parameter g und o sind der
Mittelwert bzw. die Standardabweichung. Die Normalverteilung spielt bei der Behandlung von Messab-
weichungen wie allgemein in der Wahrscheinlichkeitsrechnung bzw. Statistik eine herausragende Rolle,
was auf den Zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung zuriickgeht,

Immer dann, wenn die zufillige Messabweichung einer Einzelmessung als additive Uberla-
gerung einer Vielzahl von zufdlligen, untereinander unabhdngigen und in ihrer Variabilitdt
(Varianz) beschrankten Griflen angesehen werden kann, ist die resultierende Abweichung an-
ndhernd normalverteilt. Die Naherung gilt umso besser, je mehr zufillige Finzelgrofien ein-
wirken.

Diese Aussage ist umso bemerkenswerter, als die Verteilung der einzelnen Einfliisse oder gar ihr physika-
lischer Ursprung nicht bekannt sein miissen. Folglich wird bei der Behandlung von Messdaten haufig
davon ausgegangen, dass sie normalverteilt sind. Die Beispiele in Abbildung |1| (links) sind normalverteil-
te Zufallszahlen aus einer Computersimulation mit dem Mittelwert 1 = 0 und der Varianz o2 = 1. Die
entsprechende Dichte pg; heifit standardnormalverteilt

6) Im Zusammenhang mit der Behandlung von Messfehlern wurde die Normalverteilung von den Mathematikern ADRIEN
MaRIE LEGENDRE (1752-1833) und CaArL FriepricH Gauss (1777-1855) eingefiihrt.

7) Ist eine Zufallsgrofe X normalverteilt mit der Dichte Ppu,o, SO schreibt man hierfiir X ~ AN (p, o). Folglich bedeutet
X ~ N(0,1), dass X standardnormalverteilt ist.
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Abb. 2: Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert p und Standardabweichung o, Gl

1.7 Quantile und Boxplot

Eine Verteilungsfunktion P(z) die streng monoton wiichst, hat eine eindeutige Umkehrfunktion P~1.
Folglich kann zu einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit o, 0 < o < 1, ein Wert %, = P~!(a) angegeben
werden, der a—Quantil genannt wird, Abb. [3] Somit ist o die Wahrscheinlichkeit, dass die Messgrofe
(Zufallsgrofe) einen Wert kleiner als Z, annimmt. « ergibt sich auch aus der Flache unter der Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(z) in den Grenzen von —oo und Z,,

a= /wa p(z)dx .

— 00

Fiir endliche Messreihen wéchst die Verteilungsfunktion nicht kontinuierlich, sondern ist eine Treppen-
funktion wie in den Beispielen von Abb. [1| Quantile einer endlichen Messreihe werden deshalb anders
definiert. Seien die Messwerte schon der Groéfle nach sortiert, wobei hier allerdings auch die Gleichheit
von Messwerten zugelassen wird,

1<y <... <z, <...<zaN . (8)

Fiir eine beliebige reelle Zahl a, mit 0 < o < 1, ist das a—Quantil definiert durch
) 1 (Zan + Tant1) @ aN ganzzahlig
Po = (9)
T[on] :  andernfalls

Darin bezeichnet [...] die Aufrundungsfunktion (Gauss—Klammer), [aN] = min{k € Z|k > aN }.
Beispielsweise gilt [4,3] = [4,7] = [5,0] = 5.

Zumindest der relative Anteil o aller N Messwerte hat einen Wert < Z,,. Einige Quantile haben besondere
Namen. Der Median ist identisch mit dem 0, 5-Quantil Z¢ 5. Weitere spezielle Quantile sind in der Tab.
bezeichnet.

Beipielsweise hat die Messreihe

{z, 181 =1{2, 4, 7, 8 12, 14, 19, 32} (10)




Tab. 1: Bezeichnungen fiir spezielle a—Quantile.

o Quantil-Bezeichnung
1/2 Median

1/3;2/3 Terzil

1/4;2/4; 3/4 Quartil

1/5;2/5; 3/5; 4/5 Quintil

1/10; 2/10; ... 9/10 Dezil

1/100; 2/100; ... 99/100  Perzentil

0.4
0.3
p(x) 0.2
0.1
0.0

-3 -2 -1 0 1 2 3

OO II|IIII|II§II|IIII|IIII|IIII|
-3 -2 —-1i 0 1 2 3

Abb. 3: An der Stelle des a—Quantils Z, hat die kontinuierliche Verteilungsfunktion P den Wert a, P(Zo) = a. Dies ist
zugleich die Fliche unter der Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) in den Grenzen —oo und Zq.

den Median g5 = (z4 + 25)/2 = 10. Wiirde der grofste Wert xg fehlen, so erhielte man den Median
Zo5 = T[05.7] = T4 = 8.

Mit einem sogenannten Bozplot werden wesentliche Eigenschaften der Verteilungsfunktion veranschau-
licht, Abb. [4| Unter Boz versteht man das Quartilintervall [Zg 25, Zo,75]. Ein Boxplot setzt voraus, dass
zumindest N = 5 Daten vorliegen. Im Fall, dass N = 5 gilt und die Daten schon geordnet vorliegen, also
fir o1 < 2o < 23 < x4 < x5, gelten,

Tmin = T1 , To25 =%2 , Tos0 =73 , Lo,75=72T4 , Tmax=T5 -
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Abb. 4: Definition eines Boxplots

2 Analyse von Messabweichungen

2.1 Grobe Messabweichung (Ausreifier)

Werte der Messreihe, die um mehr als das 1,5-fache des Quartilsabstands T 75 — Zo,25 vom unteren oder
oberen Quartil entfernt sind, heifsen Ausreiffer. Fiir einen Ausreifer z* gilt also

*

T < Toos— 1,5 (To75 — To,25) = 2,5 To25 — 1,5 Tors
oder (11)

¥ > Tors+ 1,5 (Tors — To2s) = 2,5 To5 — 1,5 To25

Bei Verwendung des Boxplots, Abb. [4] erkennt man einen Ausreifer daran, dass eine Antenne linger als
das 1,5-Fache der Boxbreite ist. Hat man in einem Datensatz einen Ausreifer, so wird dieser eleminiert
und erneut ein Boxplot fiir die verbliebenen Daten gebildet. Dieses Prozedere wird fortgesetzt, bis schliefs-
lich kein Ausreifter mehr vorhanden ist oder die Datenanzahl auf die minimal notwendige Anzahl N =5
reduziert ist.

Beipielsweise erhélt man fiir die Messreihe die Quartile
To,25 = T[o,25.8]) = T2 =4 und Zo75 = T[o25.8] = Te = 14 .

Die 1,5-fache Boxgrofe ist somit 1,5 - (g — x4) = 15. Der kleinste Wert z; = 2 liegt dichter als 15
am unteren Quartil Zg 25 = 4 und wird somit nicht als Ausreifier betrachtet. Der grofite Wert xg = 32
liegt weiter als 15 vom oberen Quartil 2o 75 = 14 entfernt und ist somit ein Ausreifer. Fiir die weitere
Datenanalyse ist er zu eleminieren.

Die Grenzen fiir die Festlegung als Ausreiffer ist recht subjektiv. Deshalb sollte in der Laborpraxis die
Entscheidung, einen Messwert wegzulassen, gut begriindet sein. Dies trifft vor allem fiir Messwerte zu, die
nur mit grofem Aufwand gewonnen wurden, so dass die Erhebung weiterer Messwerte nicht einfach zu
bewerkstelligen ist. Eine Sichtung der Messreihe auf Ausreifier ist jedoch notwendig, weil in der Messpraxis
aus den verschiedensten Griinden grobe Fehler auftreten kénnen, etwa bei einer unachtsamen Zerstérung
der Kalibrierung eines Messgerétes.

Aber ganz so willkiirlich, wie es zunéchst scheint, ist die obige Festlegung eines Ausreiffers doch nicht.
Wiirden die Messwerte normalverteilt sein, was durch den zentralen Grenzwertsatz hiufig naheliegt, dann
wiirde bei vielen Messwerten (N 2 30) ein einzelner Messwert mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger
als 0,01 irrtiimlich als Ausreifser klassifiziert. Dies zeigt man durch Integration iiber die Glockenkurve

iiber den durch festgelegten Bereich

8) Fiir die Standardnormalverteilung (Varianz 1 und Mittelwert 0) gelten &g 25 = —0,675(5) und &g75 = 0,675(5).
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2.2 Mittelwert

Im Folgenden wird aufgezeigt, wie man einen Wert T bestimmt, der eine moglichst gute Schatzung von x,
ist, und es wird eine Angabe gemacht, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich T von xy, um weniger als Az
unterscheidet. Die Vorgehensweise wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung bzw. Statistik tiefer begriin-
det. Hier werden nur die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst, die gewissermafen als ,, Kochrezept*
flir den Experimentator anzusehen sind.

Der empirische Mittelwert einer Messreihe (1)) ist wie folgt definiert,

1 N
i:N;xn (12)

Man kann zeigen, dass T in einem wohl definiertem Sinn die ,, beste“ Schitzung fiir den unbekannten
wahren Wert z, ist, denn er ist erwartungstreu und konsistent. Darunter versteht man Folgendes:

Erwartungstreue: Wiirde man den Messaufwand deutlich vergrofern, indem man wiederholt Messrei-
hen der Linge N ermittelt, z. B. M-mal, so wiirde man im Allgemeinen nicht fiir eine jede Messreihe
den gleichen empirischen Mittelwert erhalten. Die entsprechenden Mittelwerte

T1,T2, -, Ty - v TM (13)

schwanken folglich. Man betrachtet nun von diesen empirischen Mittelwerten T,, wiederum den
Mittelwert,

| M
(z) = Mlinim i mz::l T -

Wenn (T) gleich dem wahren Mittelwert p der Messreihe ist, dann nennt man den Schétzer
erwartungstreu.

Konsistenz: Wiirde man den Messaufwand wiederum deutlich vergrofern, nun aber aus allen N Daten
T berechnen, so hofft man, dass im Grenzfall der wahre Mittelwert der Messreihe i erhalten wird,
dass also

lim ==
Wl T =
gilt. Ist dies der Fall, so nennt man den Schétzer konsistent.

In der Messpraxis stehen jedoch immer nur endlich viele Messdaten zur Verfiigung, aus welchen nur der
empirische Mittelwert T berechnet werden kann. Somit steht die Frage, wie dicht T dem unbekannten
Mittelwert p kommt. Weiter unten wird hierauf eine Antwort gegeben.

In der Abb.[I|sind die empirischen Mittelwerte fiir die beiden Messreihen angegeben. Wie erwartet liegen
sie dicht beim wahren Mittelwert der Messreihe p = 0. Dieser ist hier bekannt, weil die Messreihen
aus einer Computersimulation stammen. Weiter unten wird genauer ausgefiithrt, dass bei einer ldngeren
Messreihe die Wahrscheinlichkeit dafiir steigt, dass T dichter bei p liegt.

2.3 Stationaritat

Bei der obigen Schétzung von Mittelwerten aus Messreihen wie auch bei der Schitzung anderer Kenngro-
fen (s.u.) muss Stationaritdt vorausgesetzt werden. Dies bedeutet, dass alle N Messwerte unter gleichen

Folglich sind 2,5 - Zg,25 — 1,5 %o,75 =~ —2,7 und 2,5 - To,75 — 1,5 - Tg,25 ~ 2, 7. Die Irrtumswahrscheinlichkeit liegt also bei

1 / —z2/2
— e dz ~ 0,007 .
V2 Jiz|>2,7
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Messbedingungen gewonnen wurden. Die ,, Kunst des Messens* besteht u.a. darin, Messbedingungen we-
nigstens naherungsweise unverindert zu belassen. Beispiele fiir offenbar nichtstationdre Messreihen zeigt
Abb. [5| Aber nicht immer sind Instationaritéiten so leicht zu erkennen, wie in diesem Bild. Es gibt jedoch
statistische Verfahren, welche die Stationaritit testen, was hier jedoch nicht weiter ausgefithrt wird.
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Abb. 5: Beipiele fiir eine stationidre Messreihe (links) im Unterschied zu instationdren Daten mit positivem Trend (mittel)
und Trendschwankungen (rechts). Fiir die Fehleranlyse sind stationidre Messreihen erforderlich. Dariiber hinaus miissen die
Messwerte voneinander unabhéngig sein.

2.4 Zufillige Messabweichungen

Unter einer zufdlligen Messabweichung (veraltet auch zufdlliger Fehler) versteht man die Abweichung
eines Messwertes vom wahren Wert, welche von Messung zu Messung unterschiedlich grofs ist und auch
im Vorzeichen schwankt. Auch bei Wiederholung der Messung unter vermeintlich gleichen Bedingungen
streuen die Messwerte infolge von Zufallseinfliissen.

Der Experimentator kann zufillige Messabweichungen in der Regel nicht verhindert. Zuweilen kann er
jedoch ihre Stérke durch Verinderung des Messvorgangs verringern. Insbesondere wird ihr Einfluss auf
den nach berechneten Mittelwert bei wachsender Anzahl N von Messwerten immer geringer.

Fiir endlich viele Messwerte kann man unter recht allgemeinen Annahmen Wahrscheinlichkeiten angeben,
mit denen ein Messwert oder auch ein empirischer Mittelwert in einem bestimmten Intervall um den
wahren Wert liegt, sofern die Messabweichung nur zuféllig sind (s.u.). In diesem Sinne machen zuféllige
Messabweichungen das Messergebnis unsicher, aber nicht ,, falsch*.

2.5 Systematische Messabweichung

Ist die Ertwartungstreue des Mittelwertschétzers gegeben, so wiirde der Mittelwert der Messreihe p
im Allgemeinen immer noch vom wahren Wert z,, abweichen. Diese Abweichung nennt man systematischer
Fehler der Messung, Agys. Den wahren Wert erhélt man aus

xw:,U/_Asys .

Systematische Fehler konnen verschiedene Ursachen haben, beispielsweise Fehleichungen des Messinstru-
mentes. Sie kdnnen durch das Messverfahren begriindet sein. Im Unterschied zu zufilligen Fehlern haben
sie immer dasselbe Vorzeichen, dh.sie machen alle Messwerte systematisch um den gleichen Wert zu grofs
(Agys > 0) oder zu klein (Agys < 0). Folglich kann ein systematischer Fehler durch wiederholte Messungen
und Mittelwertbildung nicht verringert werden. In diesem Sinne machen systematische Messabweichungen
das Messergebnis streng genommen immer ,, falsch*.
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Zuweilen kann man jedoch einen Teil der systematischen Gesamtabweichung beriicksichtigen, z. B. durch
Nullpunktkorrektur eines Messgerdtes. Haufig kann man bestimmte systematische Fehler zwar prinzipiell
verringern, ist aber der notige Aufwand unangemessen groff, verzichtet man darauf. Praktisch konnen
systematische Fehler niemals ganz vermieden werden, da es keine vollkommenen Messgeréte gibt.

Solide Hersteller geben die Prazision ihrer Geréte an, indem sie die groft mogliche systematische Mess-
abweichung abschéitzen. Eine Messung kann nie genauer sein, als diese Abweichung. Beispielsweise gilt
fiir tibliche Schieblehren zur Léngenmessung |Agys| < 0,05 mm. Besonders hochwertige Instrumente fiir
anspruchsvolle Messaufgaben miissen zur Minimierung systematischer Abweichungen von Zeit zu Zeit
neu kalibriert werden.

2.6 Standardabweichung der Einzelmessung

Die Standardabweichung o einer Zufallsgrofe X mit der Verteilungsdichte p(x) wurde bereits in @,
S.[6} eingefiihrt. X beschreibt eine einzelne Messung und die Kenngrofe o ist ein MaR fiir die mittleren
Abweichungen der Werte einer Messreihe vom Mittelwert p.

In der Praxis kennt man jedoch im Allgemeinen o nicht. Man méchte nun aus einer (bekannten) Messreihe
(1)) o schitzen. Man kann allgemein zeigen, dass die beste Schitzung fiir o die sogenannte empirische
Standardabweichung ist,

Darin ist T der empirische Mittelwert , der auch aus derselben Messreihe berechnet wird.

Auf den ersten Blick mag es verwundern, dass hier als Vorfaktor der Summe nicht 1/N sondern 1/(N —1)
steht. Aber nur so ist s, ein erwartungstreuer Schétzer fiir . Wiirde allerdings in anstelle des
empirischen Mittelwertes T der (unbekannte) wahre Mittelwert p verwendet, dann wiirde der Vorfaktor
1/N einen erwartungstreuen Schétzer liefern. Bei langen Messreihen N > 30 ist der Unterschied jedoch
zumeist vernachléssigbar.

In der Abb. [I] sind die empirischen Standardabweichungen fiir die beiden Messreihen angegeben. Wie
erwartet liegen sie dicht beim wahren Wert ¢ = 1, der hier bekannt ist, weil die Messreihen aus einer
Computersimulation stammen.

Fiir die Aussage, dass s, ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer von ¢ ist, miissen all jene
Voraussetzungen gemacht werden, wie schon bei der Mittelwertschdtzung (S. [L0). Insbesondere muss die
Messreihe wiederum stationér sein. Hier ist jedoch eine weitere Annahme zu machen:

Unkorreliertheit: Die Daten der Messreihe miissen unkorreliert sein. Fasst man den Messwert als x,,,
n=1,2,..., N, als Realisierung einer Zufallsgrofse X, auf, n =1,2,..., N, so muss der Mittelwert
des Produktes (X,,, — p)(Xn, — p) fiir alle ny # ng null sein.

Dies ist eine Bedingung, deren Bedeutung nicht leicht einzusehen ist, allerdings durch eine einfache
Rechnung gezeigt werden kann. Fiir die Messpraxis kann eine einfache Regel formuliert werden, die
darauf aufbaut, dass die Messdaten statistisch unabhdngig sein miissen, woraus die Unkorreliertheit folgt.
Unter Unabhingigkeit versteht man vereinfachend, dass vorherige Messergebnisse keinen Einfluss auf das
aktuelle Ergebnis haben diirfen@ Praktisch bedeutet dies insbesondere, dass man die Einstellungen der

9) In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird der Begriff der statistischen Unabhéngigkeit prizise gefasst. Sind beispiels-
weise zwei Zufallsgrofen X; und Xo durch die Wahrscheinlichkeitsdichten pi(z1) bzw. pa(x2) beschrieben, so heiflen sie
unabhéngig, wenn die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte p12(x1, z2) des Zufallsvektors (X1, X2) das Produkt der Randdich-
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Messapparatur, etwa das Anlegen einer Schieblehre an einen starren Korper, von Messung zu Messung
erneut machen muss und dass der Messvorgang das Messobjekt nicht verdndert, also immer dieselben
Messbedingungen herrschen. Beispiele fiir Abhéngigkeit sind die instationdren Messreihen in Abb. mittel
und rechts)

2.7 Normierung

Die Messwerte x,, einer Messreihe konnen wie folgt normiert werden,

Ty = Yp = x"si * , (15)

Darin sind T der empirische Mittelwert und s, die empirische Standardabweichung . Die so
normierte Messreihe

{y17y2a"'7y7l7"'yN} (16)
hat den empirischen Mittelwert 7 = 0 und die empirische Standardabweichung s, = 1.
Hat eine Zufallsgrofe X dem Mittelwert px und die Standardabweichung ox > 0, so hat die abgeleitete
Grofe
_ X oix
Ox

Y

den Mittelwert gy = 0 und die Standardabweichung oy = 1.

2.8 Vertrauensbereich

Wire die Standardabweichung o einer Einzelmessung bekannt, so kénnte man leicht die Standardabwei-
chung des Mitterwertschéitzers T angeben,
o

Ox = ﬁ 5 (17)

was aus einer einfachen Rechnung folgt, hier aber nicht weiter ausgefithrt wird.

In der Messpraxis werden anstelle der unbekannten Werte z,, und o die entsprechenden empirischen
Werte (Schitzwerte) T bzw. s, verwendet. Dies fiihrt auf die Standardabweichung des (empirischen)
Mittelwertes, die auch kurz Vertrauensbereich genannt wird,

N

1 )2
NN=T) (xn, — ) (18)

n=1

Der Vertrauensbereich fillt mit zunehmender Datenanzahl N, allerdings nur mit der Wurzel. Wollte man
ihn halbieren, miisste man gleich 4-mal so viele Messungen ausfiihren, beipielsweise N = 40 statt N = 10.

Die Bedeutung des Vertrauensbereichs liegt darin, dass man mit ihm Intervalle angeben kann, in denen
der wahre Wert xy, mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit liegt, was nun genauer ausgefiithrt wird.

ten ist, p12(z1,z2) = p1(z1) - p2(x2). Aus der statistischen Unabhéngigkeit folgt die Unkorreliertheit. Die Umkehrung gilt
jedoch im Allgemeinen nicht, wohl aber bei im Verbund normalverteilten Zufallsgrofsen.
10) In der statistischen Theorie wird oftmals eine Messreihe vorausgesetzt, die keinerlei statistische Abhéngigkeiten aufweist.

Man spricht dann von einer mathematischen Stichprobe.
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2.9 t—Verteilung

Gegeben sei eine Messreihe von N > 3 normalverteilten Daten. Der unbekannte wahre Wert sei p,
der durch den empirischen Mittelwert z, Gl. , geschétzt wird, mit sz als Vertrauensbereich . Es
wird nun die folgende normierte Gréfse betrachtet, der sogenannte t—Wert,

nw—1z
t= : 19
p- (19)

Der t—Wert verdndert sich zuféllig, abhéngig von der konkreten Stichprobe. Er ist also eine Zufallsgrofse,
flir die man in der Wahrscheinlichkeitstheorie die sogenannte t—Verteilungsdichte zum Freiheitsgrad N — 1

berechnet,

N ~N/2
pr-a(t) = ﬁ(;]_l) FEJS;ZZ) <1+Nti1> e (20)

Darin bezeichnet I' die Gamma—Funktion. Fiir jede ganze Zahl n > 0 gilt,

[(n+1)=n!, p(n+;) _ el

Die t-Verteilung Py_1 () und ihre Wahrscheinlichkeitsdichte py_1 (¢) sind in Abb. [f]fiir einige ausgewéihlte
Freiheitsgrade dargestellt. Konkrete Zahlenwerte fiir einige a—Quantile finden sich in Tab. [2| S.[I7] Die
Dichten &hneln der Gaussschen Glockenkurve (vgl. Abb. 2] S[7). Insbesondere sind die Dichten auch
symmetrisch um den Mittelwert p = 0, somit gilt also py—1(t) = py—1(—t). Fiir die Standardabweichung
der t—Verteilung mit dem Freiheitsgrad NV — 1 > 2 erhélt man,

N-1

TN =\ Ny

Fiir N < oo gilt somit op > 1 und im Grenzfall N = 400 folgt o = 1. Fiir niedrige Freiheitsgrade f&llt
die Dichte der t—Verteilung fiir kleine bzw. grofe t—~Werte deutlich langsamer als die Normalverteilung
ab. Fiir viele Messwerte N geht jedoch py_1(t) in die Dichte der Standardnormalverteilung tiber,

1
lim pN—l(t) = 76_252/2 .

N—o0 2T

Fiir N — 1 = 100 (blaue Kurve) sind die Unterschiede zur Normalverteilung im Rahmen der Zeichen-
genauigkeit nicht wahrnehmbar. Haufig wird in der Praxis bereits ab N =~ 30 (rote Kurve) mit der
Normalverteilung gerechnet.

Somit kann man folgende Aussage machen:

Der empirische Mittelwert T von N normalverteilten Messwerten liegt mit der Wahrschein-
lichkeit 1 — 2ac im Intervall

(1= lial sz . o lial -5z

11) Die t—Verteilung wird auch Student—Verteilung genannt. Der englische Statistiker W. S. GosseT hat sie im Jahre 1901

als erster auf empirischem Weg gefunden und unter dem Pseudonym ,, Student* publiziert.

12) Es sei angemerkt, dass die GroRe (p — ) fiir eine beliebige Anzahl N von Messwerten normalverteilt ist, sofern die
einzelnen Messwerte normalverteilt sind. Der t~Wert (1 —7Z)/sz ist jedoch nicht normalverteilt, weil der Divisor sz keine feste
Grofe ist, da er aus der selben Messreihe berechnet wird wie z. Beide Gréfien = und sz sind also zufélligen Schwankungen
unterworfen, die nicht unabhéngig voneinander sind. Dies fiihrt letztlich dazu, dass der t—~Wert nicht normal— sondern
t—verteilt ist.
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Abb. 6: Wahrscheinlichkeitsdichten py_1 (oben) und entsprechende Verteilungsfunktionen Py _1 (unten) der t—Verteilung
fiir verschiedene Freiheitsgrade N — 1. Fiir N 2 30 (rot und blau) kann py_; gut durch die Nomalverteilungsdichte poo
gendhert werden.
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Freiheitsgrad N — 1 = 3: 5: 10; 30; 100
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Abb. 7: Oben: t—Verteilung fiir verschiedene Freiheitsgrade N — 1. Vergroferung der Abb. @] (unten) mit zusdtzlichen
Werten fiir den Freiheitsgrad N — 1.

Unten: a—Quantile der t—Verteilung als Funktion des Freiheitsgrades N — 1 fiir ausgewéhlte Werte der Wahrscheinlichkeit
a.
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Tab. 2: a—Quantile f, der t—Verteilung verschiedener Freiheitsgrade N — 1. (Aufgetragen ist —f, mit der
maximalen Abweichung 40, 001).

Fiir N — 400 gilt —f, — 1, falls a = 0, 1587... Die t—Verteilung strebt hierbei gegen die Normalverteilung mit
der Standardabweichung 1 und dem Mittelwert 0. Im Intervall [—1,1] liegt die Zufallsgréfie dann mit der
‘Wahrscheinlichkeit 1 — 2a =~ 0, 6826.

(6%

N-1 0,1587 0,0500 0,0250 0,0100 0,0050

(1—2a)-100%
68,26% 90% 95% 98% 99%
3 1,197 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,141 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,110 2,015 2,571 3,365 1,032
6 1,090 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,077 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,066 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,059 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,052 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,047 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,043 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,040 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,037 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,034 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,032 1,746 2,120 2,583 2,021
17 1,030 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,028 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,027 1,729 2,003 2,539 2,861
20 1,025 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,024 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,023 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,022 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,021 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,020 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,019 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,019 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,018 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,017 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,017 1,697 2,042 2,457 2,750
31 1,016 1,696 2,040 2,453 2,744
35 1,014 1,690 2,030 2,438 2,724
40 1,012 1,684 2,021 2,423 2,704
15 1,011 1,679 2,014 2,412 2,690
50 1,010 1,676 2,009 2,403 2,678
60 1,008 1,671 2,000 2,390 2,660
70 1,007 1,667 1,994 2,381 2,648
30 1,006 1,664 1,990 2,374 2,639
90 1,005 1,662 1,987 2,369 2,632
100 1,005 1,660 1,984 2,364 2,626
200 1,002 1,653 1,972 2,345 2,601
500 1,001 1,648 1,965 2,334 2,536
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Man schreibt hierfiir auch,
p==T+ta] sz ((1-2a)-100%) .

Man gibt sich beispielsweise die Wahrscheinlichkeit 2 = 0,05 VO und bestimmt dann den Betrag
des Quantils Z,. Dazu werden in entsprechenden Biichern Tafeln angegeben, man kann die Werte aber
auch mit hinreichender Genauigkeit aus der Abb. @ ablesen. Fiir N = 11 erhilt man #,, ~ 2,3 (Kurve fiir
a = 0,025 an der Stelle N — 1 = 10). Somit gilt,

p=T+2,3 sz (95%) .

Wiirde man den empirischen Mittelwert T und den Vertrauensbereich sz aus mehr als N = 30 Messwerten
berechnet haben, so konnte man in guter Ndherung anstelle der t—Verteilung die Standardnormalvertei-
lung verwenden. Man erhélt dann |t,—0 025 =~ 2 und folglich y =T+ 2- sz (95%). Dies entspricht der
Tatsache, dass das Integral {iber die Normalverteilungsdichte in den Grenzen von +2¢ den Wert 0,95. ..
liefert (Abb. 2} S.[7).

2.10 Gesamte Messabweichung

Um letztlich eine Aussage zur gesamten Messabweichung zu machen, muss auch der systematische Fehler
beriicksichtigt werden, der sich auch bei vielen Messwerten nicht ,, herausmittelt“. Man erhélt somit
folgende Angabe,

Ty =T + (Jta] - 57 + Asys) (> (1 —2a) - 100%) (21)

Fiir sehr viele Messwerte N kann der Vertrauensbereich sz beliebig klein gemacht werden (s. Gl.7
S[13). Kann dann der zufillige Fehler |t,|sz gegeniiber dem systematischen Agye vernachliissigt werden,
gilt also [ta|sz <« Asys, vereinfacht sich die Fehlerangabe zu,

Tw =T+ Agys

Das bedeutet, im Intervall [ — Agys, 1+ Agys) liegt der empirische Mittelwert Z quasi sicher.

2.11 Beispiel

Physikalische Messgrofse: Lénge L

Messgerét: Prézision—Schieblehre, Auflésung 0,01 mm

Systematischer Fehler: Grofitfehler des Messinstrumentes, Agys = 0,02 mm

Messreihe: Anzahl Messwerte N = 12
+# 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

I/mm || 10,19 | 9,99 | 9,90 | 10,05 | 10,01 | 10,12 | 9,87 | 9,94 | 10,00 | 10,04 | 9,93 | 9,23

13) In diesem physikalischen Praktikum wird grundsétzlich mit der Signifikanz von 95% gearbeitet.
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Sortierte Messreihe zur Sichtung grober Fehler (von Ausreifiern)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
L,/mm | 9,23 | 9,87 | 9,90 | 9,93 | 9,94 | 9,99 | 10,00 | 10,01 | 10,04 | 10,05 | 10,12 | 10,19

Quantile nach GL.[9] S.[%
kleinster Wert: Ly, = L1 = 9,23 mm

unteres Quartil: l~1/4 = (Lnya+ Lignya)/2 = (L3 + L4)/2 = 9,915 mm
Median: Iy/9 = (Lnja + Liyny2)/2 = (Le + L7)/2 = 9,995 mm
oberes Quartil: Z3/4 = (Lsnya + Li43nya)/2 = (Lo + L1g)/2 = 10,045 mm
grofiter Wert:  Lyax = L12 = 10,19 mm
Quartilsabstand: Al = Z~3/4 — l~1/4 =0,13mm

Enscheidung (s. Gl. S. @: Ly ist Ausreifier, weil

I1/4 — Lin = 0,685 mm > 1,5 - Al = 0,195 mm

Linax ist kein Ausreifler, weil
Linax — 372 = 0,145mm < 1,5 - Al = 0,195 mm
Weiterarbeit mit korrigierter (reduzierter) Messreihe: neue Anzahl Messwerte N = 11
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
9,90 | 9,93 | 9,94 | 9,99 | 10,00 | 10,01 | 10,04 | 10,05 | 10,12 | 10,19

n 1
L,/mm | 9,87

Empirischer Mittelwert: nach Gl. S.
L/mm = 10,00363.. ~ 10,004

Empirische Standardabweichung der Einzelmessung nach Gl.[I4] S.
s,/ mm = 0,09489.. ~ 0,095

Vertrauensbereich nach GI. S.
st/ mm = 0,02861.. ~ 0,029

Festlegung des Signifikanzniveaus 2a = 0,05, d.h., 95%—tige Sicherheit

a—Quantile der t—Verteilung zum Freiheitsgrad N —1 = 10: Ablesen des Quantils f,, aus Abb.
S. |16/ (Quantilsbetrag |f,| eher nach oben runden),

[to,025] £ 2,3 .
Aussage zum zufiilligen Fehler: Der empirischen Mittelwert L der Messreihe liegt mit einer Wahr-

scheinlichkeit von zumindest 95% nicht weiter als

{07025 C ST~ 2, 3- 0, 029 mm =~ 0, 067 mm
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vom (unbekannten) wahren Wert py, der Messreihe entfernt, oder kiirzer,
pr = (10,004 £0,067) mm (95%) .
Man schreibt hierfiir auch eleganter,
pnr, = 10,004(67) mm  (95%) .
Je nach Bedeutung dieser Liangenmessung, konnte man auch starker runden,
pr =10,00(7) mm  (95%) .
Aussage zur wahren Lange: Der systematische Fehler Ay = 0,02mm liegt in der gleichen Gré-

fenordnung wie der Vertrauensbereich sy ~ 0,03 mm. Deshalb wird auch er zur Gesamtfehleraussage
herangezogen. Nach GI. , S. [18| erhélt man schliefslich die folgende Aussage zur wahren Lénge,

Ly =10,00(9) mm (> 95%) (22)

Interpretation: Der Gesamtfehlers von 0,09 mm setzt sich aus dem zufélligen Anteil von etwa 0,07 mm
und dem systematischen Anteil von 0,02 mm zusammen. Es wiirde sich also lohnen, noch mehr Messwerte
in die Rechnung einzubeziehen. Bei 9-mal so vielen Messwerten, also fiir etwa N = 100 Messwerte, wiirde
z.B. der zufillige Anteil auf etwa 0,07mm/v/9 ~ 0,02mm fallen, also mit dem systematischen Fehler
etwa gleich auf liegen. Erst bei etwa 250-mal so vielen Messwerten wiirde der zufillige Fehler gegeniiber
dem systematischen vernachléssigbar sein, also bei N ~ 2500 Messwerten. Dieser hohe Anzahl ist manuell
kaum realisierbar, moglicherweise aber mit automatisierten Messplétzen.

2.12 Anmerkungen

Die obigen Darlegungen haben gezeigt, dass eine umfassende Analyse der zufilligen Messungenauigkeiten
sehr aufwéndig sein kann. Mit zunehmender Erfahrung des Experimentators und unter Zuhilfenahme von
entsprechenden Computerprogrammen kann der Zeitaufwand jedoch deutlich reduziert werden. Komforta-
blen Computerprogrammen braucht man nur noch die Messwerte und den systematischen Maximalfehler
eingeben.

Aus didaktischen Griinden werden im Anféngerkurs solche Programme zur Analyse von Messungenauig-
keiten jedoch nicht bereitgestellt, denn dem ungeiibten Experimentator bleiben leicht die Hintergriinde
der Analyse verborgen, und er kann grobe Fehler bei der Analse leicht {ibersehen.

Erkennt man, dass die zufilligen Messabweichungen deutlich kleiner als der systematische Maximalfehler
(Prézision) des Messinstrumentes ist, dann kann auf eine Analyse der zufilligen Messungenauigkeiten
verzichtet werden. Wie oben schon beschrieben, ist dann die gesamte Messungenauigkeit allein durch
diesen systematischen Maximalfehler gegeben.

3 Fehlerfortpflanzung

3.1 Problemstellung

Héufig interessiert man sich fiir eine Grofe y, die nicht direkt gemessen werden kann. Kennt man allerdings
einen analytischen Zusammenhang zwischen y und anderen bekannten Grofen x1, s, ..., z,,...,xN, die
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ihrerseits direkt oder auch indirekt gemessen sein kénnen, so rechnet man y einfach aus

y:f(xl,xg,...,xN) .

Sind die Grofen x,, mit einer Messabweichung Az, > 0 behaftet, so pflanzen sich diese Abweichungen
auf y fort. Folglich steht die Frage, wie groff dann die Messabweichung Ay ist. Diese Frage ist generell
nicht einfach zu beantworten, weil dazu im Allgemeinen die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofe Y zu
bestimmen ist, deren Realisierung y ist und die eine Funktion von anderen Zufallsgrofen X7, Xo, ..., Xy,
deren Realisierungen die Werte x1, 2, ...,z sind, und deren Verteilung als bekannt anzunehmen ist,

Y:f(leXQa"'vXN) .

Unter bestimmten Voraussetzungen gibt es hierfiir eine Losung, die zu bestimmten Rechenvorschriften
fiihrt, was nun genauer ausgefithrt wird.

3.2 Statistische Fehlerfortpflanzung

Die Messwerte z1,...zx werden als Realisierung normalverteilter und unkorrelierte Zufallsgroken
X1, ... Xy aufgefasst, mit den Mittelwerten und Standardabweichungen

Yl,...XN bzw. AXl,...AXN.

Der berechnete Wert
y:f(xlv"'axn7"‘7$N)

ist dann eine Realisierung der Zufallsgrofe
Y =f(X1, ..., Xn,...,. Xn) .

Ist die Funktion f stetig nach x,, (partiell) differenzierbar, so ist fiir kleine Standardabweichungen AX,,
die Zufallsgrofe

Yn = f(yl7‘"7yn717Xn7Xn+17“‘7XN)

ebenfalls normalverteilt, mit dem Mittelwert

und der Standardabweichung

0
av,~ |20 lax, (23)
Orn|X,. X Xn
Dies moge nun fiir alle n = 1,2, ..., N zutreffen. Dann kann man die Zufallsgréfe Y als additive Uberla-

gerung normalverteilter und statistich unabhéngiger Zufallsgrofsen Y, auffassen, mit dem Mittelwert

Y=f(X1,.. ., Xn-1, X0, X041, .., XN)
und der Standardabweichun

N
AY ~ | Y AY
n=1

14) Man sagt hier, dass y indirekt gemessen wurde. Die Sprechweise, y sei berechnet ist hiufig irrefiihrend, weil dies
suggerieren kann, dass y aus rein theoretischen Rechnungen stammt.

15) Fiir normalverteilte ZufallsgroRen ist die Unkorreliertheit Aquivalent zur statistischen Unabhéngigkeit. Im Allgemeinen
folgt jedoch aus der Unkorreliertheit nicht die Unabhéngigkeit. Allerdings gilt die Umkehrung immer.

16) Allgemein gilt: Seien zwei Zufallsgrofen normalverteilt und unkorreliert, mit den Mittelwerten m; bzw. mo und den
Standardabweichungen o1 bzw. 2. Dann ist die Summe dieser Zufallsgrofen ebenfalls normalverteilt, mit dem Mittelwert

m1 + mo und der Standardabweichung \/O’% + ag. Eine analoge Aussage gilt fiir mehr als zwei Zufallsgrofien.
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Ersetzt man hier AY,, nach und verwendet fiir die Standardabweichungen AX, die Schitzwerte
Ax,, so erhilt man die sogenannte GAUSSsche Regel der Fehlerfortpflanzung,

N 2
_ of 24
Ay = Z(({?xnx o Amn> (24)
n=1 1yl b N

Zusammenfassend gilt also Folgendes: Fiir die einzelnen Messwerte 1 bis x seien folgende Vorausset-
zungen erfiillt,

1. Fiir jeden Messwerte x,, n = 1,2,... N, sei ein empirischer Mittelwert Z, und die empirische
Standardabweichung Ax,, bekannt. Der Mittelwert sei (zumindest ndherungsweise) normalverteilt.
(Dies ist nach dem zentralen Grenzwertsatz der Fall ist, wenn T,, aus vielen Einzelmessungen durch
arithmetrische Mittelung gewonnen wurde.)

2. Die Funktion y = f(x1,...,2zx) dndere sich im Intervall [Z, — Ax,, T, + Ax,], fiir alle n =
1,2,..., N anndhernd linear.

Unter diesen Bedingungen ist die berechnete Grofe y auch (néherungsweise) normalverteilt, mit dem Mit-
telwert g = f(T1,...,Ty) und der Standardabweichung Ay, die sich nach niherungsweise berechnen
lésst.

Diese traditionelle Vorgehensweise impliziert viele Ungenauigkeiten, weil die Voraussetzungen wie Nor-
malverteilung und Linearitit in der Regel (niemals) streng erfiillt sind. Mit der heutigen Rechentechnik
lassen sich jedoch im konkreten Einzelfall meist recht leicht Simulationen durchfiihren, bei denen in Se-
kundenschnelle viele Tausend Realsisierungen der Zufallsgrofe Y berechnen werden, so dass man deren
Wahrscheinlichkeitsverteilung recht genau approximieren kann und somit die gewiinschten Aussagen tiber
die Grofse y bekommt. Deshalb wird der Weg der Simultion heutzutage hidufig beschritten.

Jedoch hat die obige klassische GAUSSsche Regel der Fehlerfortpflanzung auch heute ihre Berechtigung,
liefert sie doch einen schnellen Uberblick zur Messabeichung von der gesuchten Grofe . Dariiber hinaus
kann der Term

_ |91

E, =
0xy,

als Empfindlichkeit der Grofe y bei Anderung der Messgrife x,, angesehen werden. Gilt nun zum Beispiel
Ey-Azxy < Es - Axs, so wiirde man beim Experimentieren anstreben, den Wert x5 haufiger zu messen, so
dass der Vertauensbereich von Axs kleiner wird. Somit geben die Empfindlichkeiten F,, wichtige Hinweise
fiir die Versuchsplanung.

4 Regression

4.1 Problemstellung

Es seien zwei (physikalische) Gréfen z und y gegeben. Aus theoretischen Uberlegungen sei bekannt, dass
zwischen ihnen ein funktionaler Zusammenhang einer bestimmten Form (Funktionen—Klasse) besteht,

Y= fa,b,...(w) :

Darin seien a,b, ... gewisse Parameter, deren genauer Wert zunéchst unbekannt ist. Um diese Werte zu
ermitteln, werden nun fiir verschiedene Messwerte x,, von x die zugehorigen Messwerte y,, von y expe-
rimentell bestimmt, moéglicherweise auch indirekt. Man erhélt dann zwei Messreihen, die als verbundene
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Stichprobe angesehen werden,
{(xnvyn)}n:1,2 ..... N -

Die Messwerte sind im Allgemeinen mit Messabweichungen behaftet, folglich wird in der Regel

Y # fa,b,...(xn)

gelten Mit der sogenannten Regression (oder Ausgleichsrechnung) werden die Parameter a,b, ... aus
den gegebenen Messwerten ,, moglichst gut“ geschatzt. Dabei wird haufig die Methode der kleinsten qua-
dratischen Abweichung angewandt, indem die Parameter gerade so gew#hlt werden, dass die Grofse

N

X2(a7 b? e ) = Z(yn - fa,b,...(xn))2

n=1

minimal wird. Fiir normalverteilte Messabweichungen ist diese Methode dquivalent zur Maximum-Likeli-
hood-Methode, die fiir grofle N beste (erwartungstreue, effiziente) Schitzungen fiir die Parameter liefert

(s. Anhang, S. 24ff.).

4.2 Lineare Regression

Im Spezialfall, dass zwischen den Gréfen = und y ein linearer Zusammenhang besteht,
y=a+b-x ,

spricht man von einer linearen Regression. Je nachdem, ob nur y oder auch x Messabweichungen haben,
versehen ist, werden verschiedene Fille betrachtet (s. Anhang, S. ?7). Die beste Schitzung der beiden
Parameter erhélt man wie folgt:

b— y—xy
<) (25)
mit
1 Y 1 < 1 1 Y
und
S% =22 7% |
sowie

a=y—b-T (27)

Die Standardabweichungen von b und a sind

[1 o2
sp = 1oy bzw. s, =8, Va2 . (28)
N Sg ) a

17) Diese Ungleichheit kann auch dadurch entstehen, dass eine zu enge Funktionen-Klasse gewéhlt wurde.
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Lineare Regression

A Anhang: Lineare Regression

A.1 1. Fall: z fehlerfrei, y mit festem Fehler o,

Die Messwerte x,, n = 1,2,..., N, seien fehlerfrei, und die Messfehler y,, seien bei beliebigem n normal-
verteilt mit der Standardabweichung o,. Dann ist die Log-Likelihood-Funktion gegeben durch
N
1 [yn — (a + bzy)]
InL(y1,...,yn) = In exp (
n1;[1 V2moy, 207

— i\[; [ln (\/;m> n (_ [Yn — (;UJ; bzn)]zﬂ

n=1
n=1 \/g()'y 2
darin haben wir
1
X*(a,b) = %Z(yn —a—b-x,)? (29)
Y n=1

gesetzt. Die Likelihood-Funktion nimmt ihren Maximalwert beim Minimum von x?(a,b) an. Dies ist die
sogenannte Methode der kleinsten Fehlerquadrate,

x*(a,b) = min!
Aus Ox2(a,b) Ox2(a,b)
xX“\a, xX“\a,
———— =0 d —=0
oa o 0b
erhalten wir folgende Schétzwerte fiir die Parameter a und b unserer Regressionsgeraden:
3.7y 20
52 (30)
mit
1 & 1 & 1< 1,
- = = o 2
m_Nzx”’ y_NZy"’ y_NZx"y"’ x_NZx"’ (31)
n=1 n=1 n=1 n=1
und
S§2=2%-7",
sowie
a=y-b-T (32)
Die Standardabweichung von b ist
1 o2
— .=y 33
Sb N5 (33)

x

Wenn die Gerade gut den Zusammenhang zwischen z und y widerspiegelt, dann gilt x2/(N — 2) ~ 1,
wobei x? in an der Stelle « = @ und b = b zu nehmen ist. Folglich gilt dann

N
1 ~
2 2 ~\2
oy RS, = 7_§ (yn_b'xn_a)
N 2n:1
N _
- N-2<y2_§2_32(x2_f2)>
N 2 2
= N_QSy(l_me) )
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mit dem Korrelationskoeffizienten

_ N
_xy—ry 2 _ T35 -2 *2_1 2
= S, =v*-vy , vy —NE Yp -

Oz o o
Y Sz Sy Y ot
Setzt man dies in ein, folgt schlieflich,
1 S2
Sb“\/m'sg'(l—@%y) (34)

Auf der rechten Seite stehen nur noch Groken, die aus den Messwertpaaren (z,,,y,) berechnet werden
konnen.

Fiir die Standardabweichung von @ erhélt man

Sa = Sp - Va2 (35)

Der nach geschétzte Anstieg b liegt mit ca. 68% iger Wahrscheinlichkeit dichter als s, am (unbe-
kannten) wahren Anstieg b,

b=b+s, (68%) .
Eine analoge Aussage gilt fiir den Schnittpunkt a,

a=a+s, (68%) .

Ersetzt man in den Gleichungen o, durch 2 - o, erhéht sich die Signifikanz auf etwa 95%. Es sei jedoch
erinnert, dass hierbei nur zuféllige Fehler der Messwerte y,, erfasst werden.

A.2 2. Fall: z, und y, mit Fehler o, bzw. o,

Die Messwerte x,, und y,, seien mit dem Fehler (Standardabweichung) o, bzw. o, gemessen, fiir jede
Messung n also gleich. Man kann dies niherungsweise auf den ersten Fall zuriickfiihren, indem man z,,
wiederum als fehlerfrei ansieht, dafiir aber die Varianz von y,, um b%c2 erhoht. Die Parameter a und b
sowie deren Unsicherheiten werden also wieder nach , , und geschétzt, wobei in

2 2 _ 2,72 2
o, — 0y =0, +b%0;

zu ersetzen ist. Insbesondere gilt hier fiir den Fall, dass die Gerade die Daten gut approximiert,
;X

722 2 _ N ~\2

basty*—N_QE (yn —b-x, —a)° .

n=1

2
O’y—|—

Folglich kann die Ungenauigkeit des Anstiegs genau wie im ersten Fall nach bestimmt werden.

A.3 3. Fall: z,, fehlerfrei, y, mit variablem Fehler o,

Die Messwerte x,, seien fehlerfrei, und die Messfehler y,, n = 1,2,..., N, seien normalverteilt mit der
Standardabweichung oy.p,.

Die Methode der kleinsten gewichteten Fehlerquadrate,

2

al (Yyn —b- x5 —a)
2= t— "~ = min! 36
=D T min (36)

n=1
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Lineare Regression

liefert dann dieselben Gleichungen wie , , und , nur mit dem Unterschied, dass anstelle
der gewohnlichen nun gewichtete Mittelwerte treten,

N N N N
*:anxn , @sznyn , @:anxnyn , x2:anxi , (37)

n=1 n=1 n=1 n=1

mit den Gewichten

1
2

zu ersetzen.

Sind alle Fehler gleich ng = 05, folgt w, = 1/N, was wieder der gew6hnlichen Mittelung entspricht,
sowie 075 = 05.

Ist die Ungenauigkeit oy, ein gewisser Bruch o des Messwertes y,,, z.B. o = 0,005 bei einem relativen
Fehler von 0, 5%, also o,., = - y,,, dann kann fiir die Gewichte wie folgt geschrieben werden,

-1
2
Y
e ¥ 8
m=1...N Ym

A.4 4. Fall: z, und y, mit variablem Fehler o,., bzw. o,

Die Messwerte x,, und y,, seien mit dem Fehler (Standardabweichung) o, bzw. o,., gemessen. Man kann
dies néherungsweise auf den obigen Fall zuriickfiihren, indem man z,, wiederum als fehlerfrei ansieht, dafiir
aber die Varlanz von yn um b2 2 erhoht Die Parameter a und b sowie deren Unsmherhelten werden also
wieder nach | , , und 35]) geschéitzt, wobei gewichtete Mittelwerte zu verwenden sind,

nun aber mit den Gew1chten 1

+3202

Z

SN ym+b20—2

Damit hiangt aber die rechte Seite von auch von b ab, und eine Auflésung nach b ist im Allgemeinen
schwierig.
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