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Aufgabenstellung
Untersuchen Sie das zeitliche Verhalten gekoppelter mathematischer Pendel.
Versuchsziel

Beschaftigen Sie sich mit folgenden Schwerpunkten des Versuches:

* Modell des Massepunktes

= Begriffe und KenngréRen zur Beschreibung des Schwingungsvorgangs

= Bewegungsgleichung des Pendels und ihre Losung

= gekoppelte Systeme, Fundamentalschwingungen, Schwebung
Messungen

Bestimmen Sie fur acht Kopplungslangen I (0,2m<1<0,9m) die Schwingungsdauern
Tgeg und Ty der Fundamentalschwingungen aus jeweils 50 Schwingungen.

Bestimmen Sie die Zeiten T, und T,; fur den Schwebungsfall bei den entsprechenden
Kopplungslangen.

Lassen Sie fur die Kopplungslangen I, =0,7m und 1, =0,9m die Zeitverlaufe von zwei

vollstdndigen Schwingungen (a) mit dem Schreiber und (b) unter Verwendung von
VideoCom aufzeichnen. Vergleichen Sie die Ergebnisse.

Auswertungen

Berechnen Sie mittels GI.(10) aus den Messwerten fur Ty und Tgeq die Zeiten T, und
Ty. Stellen Sie in einer Tabelle die berechneten und die experimentell ermittelten Wer-
te gegenuber.

Berechnen Sie den Kopplungsgrad k fiir die verschiedenen Kopplungslangen | mit
der Gl.(12) einerseits aus den gemessenen Zeiten T, und Tgeg Und anderseits aus den

Werten T, und T;. Stellen Sie die Ergebnisse in einer Tabelle dar.
Stellen Sie in einem Diagramm den Grafen k(1?) dar.

Zeichnen Sie ein y = f (x) — Diagramm mit y = w,,, — o, und X=Xk

al
Ermitteln Sie aus der Aufnahme mit VideoCom (unter Verwendung der Software) die
Schwingungsfrequenz sowie die Zeitabhangigkeit der Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung der Pendelkdrper.

Zusatzaufgabe

Folgende Parameter sind gegeben: w, =4-s™ und o, = o +20° =6-s™.

Stellen Sie mit GI.(7) «,(t) und «,(t) grafisch dar:Horizontal wird der Winkel (o ~ )
abgetragen, dabei sollte einem Winkel von « =10° (d.h. & =0,1746) eine Strecke von

5mm entsprechen. Vertikal wird die Elongation abgetragen, wobei die Amplitude a =1
gesetzt wird, was malf3stablich 50 mm entsprechen sollte.
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2. Grundlagen

Wirken zwischen schwingungsfahigen Systemen Kréfte, die von der Auslenkung aus
der Ruhelage abhangen, so nennt man sie gekoppelte Systeme. Schwingungen in ge-
koppelten Systemen spielen in der Technik eine wichtige Rolle (Mechanik, Elektro-
technik,...).

Ein besonders einfaches und instruktives Beispiel liefert die Untersuchung zweier
"sympathischer" Pendel (Abb. 1).

Nullstellung Nullsteliung

Abb. 1 Skizze des gekoppelten Pendels

Zwei gleiche Schwerependel P; und P, (gleiche Masse m, gleiche Pendellange 1) sind
Uber eine weiche Spiralfeder F lose gekoppelt. Die Anordnung entspricht dem Reso-
nanzfall, da beide Pendel dieselbe Eigenfrequenz haben. Um die Bewegungsgleichun-
gen der beiden Pendel sehr einfach formulieren zu kénnen, setzen wir voraus, dass

- beide Pendel in der gleichen Ebene schwingen,
- die Schwingungsamplituden klein sind,
- Reibung und damit Dampfung vernachlassigbar sind.

Wir vereinbaren, alle von der Ruhelage aus nach rechts auftretenden Winkel und die in
dieser Richtung wirkenden Drehmomente positiv, diejenigen nach links dagegen nega-
tiv zu rechnen.

Gemal der allgemeinen Bewegungsgleichung gilt:

M = Jéx (1)

worin M das angreifende Drehmoment, J das Tragheitsmoment bzgl. der Drehachse
und a die momentane Winkelbeschleunigung bedeuten. In der Ruhelage zeigt das
Pendel P; einen Ausschlag ag gegen die Vertikale und Pendel P, einen Ausschlag -a
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Von diesen Nulllagen aus z&ahlen wir die momentanen Ausschlage o1 und o . In der
Ruhelage heben sich die von der leicht gespannten Feder und die von der Schwerkraft
herrihrenden Drehmomente auf. In der Nulllage Ubt die Feder F mit der Federkonstan-
ten Dg auf P; ein Drehmoment Mg = Dgx,l, die Schwerkraft (ibt das entgegengesetzt

gleiche Drehmoment Mso = - mg Lap auf P; aus. Bei einer Auslenkung der Pendel um

die Winkel on und o wird durch das zuséatzliche Auftreten weiterer Drehmomente der
Gleichgewichtsfall gestort. Als resultierende Drehmomente ergeben sich fir P,

Mi=DeXol-mgL ap-De Pen-mgL on +Del? )
und fur Pendel P,

My =-Dexol +mgL ap-DelP o -mgL oo+ Del> o (3)
Durch Umformung ergeben sich mit den Abkirzungen

a?=mgL/Jund 2=Dgl2/]
die Bewegungsgleichungen der beiden Pendel:

o, +wy %o, =-Q% (o, —a,) (4a)

a,+ w20, =-0Q%(a, —a,) (4b)
Fur spezielle Anfangsbedingungen, die sich experimentell leicht realisieren lassen,

nehmen die Losungen o4(t) und a»(t) der beiden Differentialgleichungen (4a,b) einfa-
che Gestalt an:

1. Beide Pendel werden aus der Ruhelage um den gleichen Winkel o, ausgelenkt
und aus dem Stillstand losgelassen, d.h.

o1 =0y =04 , a,=a,=0 furt=0
LOsung:
a,(t) =a,(t) = a, cosw,t (5)

Diese gleichphasige Schwingung heil3t die erste Fundamentalschwingung und
ist von der Kopplung unabhéangig.

2. Beide Pendel werden entgegengesetzt um gleiche Winkel ausgelenkt und aus dem
Stillstand losgelassen, d.h.

0= -0p=0a, a=a,=0 furt=0

Ldsung:

o, (t) =—a,(t) = a, CoS\ w2+ 202t ; N @2 +20% = @y, (6)

Durch den Einfluss von Q auf g ist diese zweite Fundamentalschwingung
stark von der Kopplung abhéngig.

3. Nur ein Pendel wird ausgelenkt und aus dem Stillstand losgelassen, d.h. o = a4,
o =0, a,=a,=0 fur t=0
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LOsung:

W2+ 202 — w, ¢ 02+ 202 + w, ;
Ccos

o, (t) =a,(t)cos

2 2
und (7a,b)
@2 +202 - V@2 +202 +

a, (t) = a, (t)sin Y2 : 0 tsin V20 . Doy

Diese Loésung nennt man Schwebung.

Bei loser Kopplung gilt naherungsweise

NO2+202 -0, Q2

= :a)l
2 2w,
(8a,b)
VO P+202+w, Q2 o —w
5 20, 0 [

Diese Losung beschreibt einen Schwebungsvorgang. Die Energie Ubertragt sich
periodisch von einem Pendel zum anderen.

Die Kreisfrequenzen o sind lUber die Schwingungsdauern T experimentell leicht zu
bestimmen:

a)geg = 27[/Tgeg y a)g| = 27T/Tg| y a)| = ”/T| y a)“ = 27T/T|| (9)

Beachte! Unter Punkt 3 bedeutet T, die Zeit zwischen zwei Stillstanden eines Pendel-
korpers, wahrend T); seine eigentliche Schwingungsdauer bedeutet.

Folgende Zusammenhénge lassen sich ableiten, die auch experimentell leicht tber-
prifbar sind:
TgITgeg

B B 2Tg|T
=
Tgl - Tgeg

9 (10)

und § =
Ty + Toeg

Fir eine feste Koppellange | (Entfernung Drehachse - Angriffspunkt der Feder) defi-
niert man den Kopplungsgrad k der beiden Pendel:

02 0 ohneKopplung-Q%— 0

k = =
o2+ 2 1starreKopplung—Q2 — o

(11)

Der Kopplungsgrad K lasst sich durch die Kreisfrequenzen g und ®geg bzw. ©; und

oy oder durch die Zeiten Tg und Tgeq bzw. Ty und Ty ausdriicken und somit experi-
mentell bestimmen:

a)Z —0)2 | T2 I_'|'2
k = deg 29 _ 29 2qeg (12a)
@2 o + 0% Tg|+T g

oder
Kk = 20,0, _ AT, T,
®2+w,? 4T 2+T,2

(12b)
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3. Experiment

3.1. Gerate

- Zweikanal-Kompensationsbandschreiber SE 120
- Doppelnetzgerat PS280

- 2 Pendel

- Lineal

- CCD - Kamera

- Stoppuhr

3.2. Versuchsanordnung

Doppelnetzgerat I
5 PS 280 5 v |
-+ -+
o o o0
L B ]
1
|
| | 1
% L'CH- toT— ]——c:+ +r
Pendel 1 | Pendel 2
g -0 | 0- -0
-
[e 3] o 0
- 4 = &
Zweikanal-
Kompensationsbandschreiber
SE 120

Abb. 2 Versuchsaufbau beim Versuch "Gekoppelte Pendel* zur Registrierung der
Schwebung mittels eines Zweikanal-Kompensationsbandschreibers.

Der Versuchsaufbau besteht aus zwei Pendeln, die mit Schreiberanschliissen verse-
hen sind und eine Aufzeichnung der Zeitverlaufe beider Schwingungen gestatten. Zu
diesem Zweck mussen die an den Drehachsen montierten Potentiometer mit Gleich-
spannungen versorgt werden. Den Buchsenpaaren (rot/blau) werden zwei voneinan-
der unabhéngige Gleichspannungen von je 5 V aus einem Doppelnetzgerat zugefihrt.
Der Schreiberanschluss geschieht tber die gelben Buchsenpaare. Néhere Angaben
sind der PHYWE - Bedienungsanleitung "Pendel mit Schreiberanschluss" zu entneh-
men.

Der Y1/Y2/t-Kompensationsbandschreiber ist ein empfindliches Registriergerat und ist
sehr sorgfaltig zu behandeln. Folgende Parameterwerte werden empfohlen:

Empfindlichkeit: 1 V/cm
Papiervorschub: 12 cm/min
Pendelausschlage: max. 10 cm

Beide Nullpunkte sind geeignet einzustellen, damit sich die Registrierkurven nicht
tberschneiden.
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Mit dem Potentiometerdrehknopf var kann die Amplitude der aufgezeichneten Schwin-
gung optimal angepasst werden.

Der PEN-Hebel gestattet, die Schreiberfedern bei Nichtgebrauch vom Papier abzuhe-
ben. Dies ist unbedingt erforderlich, damit keine Registriertinte auslauft! Im unbenutz-
ten Zustand muissen beide Schreiberfedern mit Kappen verschlossen werden, um
Eintrocknung zu vermeiden. Beachten Sie auch die Schaltskizze!

3.3. Untersuchung des gekoppelten Pendels mit VideoCom

VideoCom eignet sich gut zur Aufnahme und Auswertung eindimensionaler Bewegun-
gen. Das System besteht aus einer einzeiligen CCD-Kamera (Charge-Coupled Devi-
ce). Auf einer CCD-Zeile mit 2048 Pixel kdnnen mehrere Kérper abgebildet und damit
ihre Positionen bestimmt werden. Jeder Pixel ist 14 um breit und 200 um hoch. Damit
kann ein 50-mm-Objektiv fir Kleinbildkameras verwendet werden. Mit dem Objektiv hat
man die Mdglichkeit, Blende und Entfernung manuell einzustellen. Die VideoCom und
der bewegte Korper haben etwa einen Abstand von 2 m. Dadurch kann die Position
des Mittelpunkts des bewegten Korpers mit 0,25 mm aufgeldst werden. Die Genauig-
keit der Positionsbestimmung hangt aber von mehreren Faktoren wie eine kurze Be-
lichtungszeit, hoher Kontrast und der Linearitat der CCD-Zeile ab.

Die Kamera hat eine Belichtungszeit von 1/800 s. Diese kurze Zeit ist notwendig, damit
die Bewegung nicht unscharf wird. Wenn sich ein Kérper bewegt, dann ist die Unschar-
fe an dessen Randern etwa gleich gro3. Der Fehler des Korpermittelpunktes ist damit
kleiner.

Der hohe Kontrast wird bendétigt, um den bewegten Kérper deutlich vom Hintergrund
abbilden zu kénnen. Deshalb wird der Kérper mit retroreflektierender Folie beklebt.
Retroreflektierend bedeutet, dass der Lichtstrahl in seine Ausgangsrichtung reflektiert
wird.

Die Folie wird von hellen LEDs angeblitzt. Diese Leuchtdioden befinden sich direkt vor
dem Objektiv. Durch automatisches Einstellen der Leuchtdauer der Leuchtdioden zwi-
schen 1/4000 s und 1/800 s wird eine automatische Lichtmengenregelung erreicht,
dieses ist nétig, da man bei Sattigung der CCD-Zeile ein unbrauchbares Ergebnis er-
halt. Bei zu geringer Lichtmenge ist der Reflex nicht mehr richtig zu erkennen.

Die Kamera kann wahrend der Messung maximal 80 mal in der Sekunde die einzelnen
Positionen Uberprifen und die Daten tber ein USB-Kabel an einen Computer senden.
Der Computer ist damit noch wahrend der Messung in der Lage die Bewegungen der
Kdrper zu visualisieren. Nach einer Messung kdnnen die Daten dann ausgewertet
werden.

Abb. 3: CCD-Kamera.
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3.3.3.
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Abb. 4: Schema des Versuchaufbaus von oben.

(Die Brennweite des Objektivs betrdgt 50 mm und der Abstand der Kamera zum
bewegten Korper betragt ca. 2 m. Damit kann die Kamera einen Bereich von
ca 1,1 m abdecken.)

Durchfihrung

Der Versuch gekoppeltes Pendel mit VideoCom wird fast genauso ausgefuhrt wie mit
dem mechanischen Schreiber. Der Unterschied besteht darin, dass die Kamera

(Abb. 3) gemalR der Abb. 4 aufgestellt werden muss. Es ist dabei darauf zu achten,
dass die Kamera mittig zu den beiden Pendeln aufgestellt ist und die Hauptebene der
Linse parallel zur Schwingungsebene der gekoppelten Pendel ist. Die Kamera befindet
sich auf der Hohe der retroreflektierenden Folie, die an den Pendelkérpern angebracht
ist.

Benutzung der Software

Die Software wird unter Start/Programme/VideoCom/VideoCom Bewegungen aufgeru-
fen. Uber den Reiter Intensitatstest wird die Kamera ausgerichtet und justiert. Da an
den zunéachst ruhenden Pendeln retroreflektierende Folie angebracht ist, sollten auf
dem Bildschirm zwei Maxima deutlich zu erkennen sein! Falls das nicht der Fall ist,
muss die Kamera solange eingestellt werden, bis diese zwei Peaks deutlich zu erken-
nen sind. Fir eine einwandfreie Funktion sollten die Maxima mdglichst gleich grof3 und
mindestens finfmal groRer als der Untergrund sein. Damit ist auch gleichzeitig gewahr-
leistet, dass die Kamera mittig zu den beiden Pendelkérpern aufgestellt ist. Stérende
Lichtquellen sollten vermieden werden. Die Maxima kénnen auch durch die Blende an
der Kamera angepasst werden.

Jetzt muss nur noch der Abstand der beiden Pendel angegeben werden. Man ruft
durch Driicken der Taste F5 oder durch Driicken auf das Werkzeugsymbol die Kalibrie-
rung auf. Man wahlt jetzt den Reiter Wegkalibrierung aus. Hier wir der Abstand der
beiden Pendel angegeben. 1. Position: 0 und 2. Position: Abstand der Pendel. Danach
klickt man auf Pixel aus Anzeige ablesen und Kalibrierung verwenden an. Alle anderen
Parameter bleiben unberthrt. Mit OK werden die Einstellungen bestatigt.

Nun kann das Experiment gestartet werden. Mit der Taste F9 oder durch Klicken der
Stoppuhr wird die Messung gestartet und auch wieder beendet.
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3.3.4. Auswertung mit VideoCom

Aufnahme der gekoppelten Schwingung

Hier braucht man nur noch die Messung starten und wieder stoppen. Anschlie3end
kann man sich das Messergebnis s(t), v(t) und a(t) tber die jeweiligen Reiter Weg,
Geschwindigkeit und Beschleunigung darstellen lassen. Die aufgenommenen Daten
und Grafen kdnnen gespeichert werden, indem man in den jeweiligen Grafen mit der
rechten Maustaste klickt und die Option Tabelle kopieren und Diagramm kopie-
ren/Bitmap wahlen. Anschlie3end kénnen die zwischengespeicherten Daten in ein
Textdokument kopiert werden. Soll die Messung wiederholt werden, so kann man die
vorherigen Daten lI6schen, indem man F4 drickt.
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Abb.5: Darstellung einer gekoppelten Schwingung.

Bestimmung der Schwingungsfrequenz

Ein ausgewahlter Kurvenbereich des s(t)-Diagramms lasst sich zur Bestimmung der
Schwingungsfrequenz mit einer Fourieranalyse untersuchen. Dabei klickt man mit der
rechten Maustaste in den Grafen und wahlt FFT berechnen aus. Anschlie3end mar-
kiert man mit der linken Maustaste den Bereich, flr den die Fouriertransformation gel-
ten soll. Anschliel3end wéhlt man den Reiter Fourier aus. Das Ergebnis wird in einem
A(f)-Diagramm angezeigt. Das Maximum der Amplitude wird dabei jeweils auf 100 %
normiert. Die Fourier-Transformation der gekoppelten Schwingung zeigt deutlich die
beiden angeregten Fundamentalschwingungen.
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Abb. 6: Die Schwingungsfrequenz wurde durch eine Fourieranalyse bestimmt.

Bildnachweis

Bedienungsanleitung zu VideoCom, LD Didactic GmbH, D-50354 Hiirth
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