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Blatt 12 Abgabe: Mittwoch, 23.01.19 vor der Vorlesung

Aufgabe 25 Bogoliubov Transformation

Ein quantenmechanisches System wird durch den Hamilton Operator
H = el T —(Actel L A*
e(cocy + cieq) — (Acyey + Aerco)
beschrieben, wobei ¢; und cj» (i =0, 1) Fermi Operatoren sind.

a) Wie lauten die Vertauschungsregeln fiir die Operatoren ¢; und c;f (i=0,1)?
b) Zeigen Sie, dass die durch die Transformation

co =uy + vﬂ ) CJ{ = vy + U’YI ) |U|2 + ’U|2 =1

definierten Operatoren ~; und 7} auch Fermi Charakter tragen.

c) Bestimmen Sie die Koeffizienten v und v der Transformation so, dass der Hamilton
Operator H diagonalisiert, d.h. in die Form

H = Eyjnp + Ervim

gebracht wird. Geben Sie die Energieeigenwerte Fy und F; als Funktion der Parameter
e und A an.

Aufgabe 26 Wigner-Kristall

Nach einer Vorhersage von WIGNER soll ein Elektronengas bei tiefen Temperaturen und hinrei-
chend niedrigen Dichten einen Phaseniibergang in eine kristalline Struktur (bec) durchfiihren.
Betrachten Sie in einer qualitativen Analyse die Energie eines Gitters von Elektronen in einem
homogenen Hintergrund positiver Ladung. Nehmen Sie an, dass das Potential, in dem sich je-
des Elektron bewegt, durch das Potential einer das Elektron umgebenden Kugel homogener
positiven Ladung mit Radius rs angendhert werden kann. Dabei ist r; der mittlere Teilchen-
abstand im WIGNER-Kristall mit der Elektronendichte n, d.h. %’Tr?’ = % Dies fiihrt auf ein

S
Modell unabhéngiger Elektronen (EINSTEIN-N#herung) in einem Oszillator-Potential

B p? e? 5, 3e?  3e?

“om T2 T TEny

Bestimmen Sie die Nullpunktsenergie Ey dieses dreidimensionalen harmonischen Oszillators
und vergleichen Sie das so erhaltene Resultat mit dem aus der Literatur bekannten Resultat

e2 1.792 2.638
Ey=—<— + T -
2a0 | 7s/a0  (r,/ag)?

Bestimmen Sie durch Minimierung der Nullpunktsenergie den mittleren Abstand der Elektro-
nen.



Aufgabe 27 Elektronengas (freiwillig)

Betrachten Sie das freie dreidimensionale Elektronengas. Am absoluten Nullpunkt sind alle
Zustédnde zwischen dem tiefstmoglichen Niveau und der Fermi-Energie Ex voll besetzt, dariiber
keiner, d.h. |¢g) = H|k‘§kFHUé};7U|O>. Die Besetzungszahloperator ist gegeben durch n, =
JER

Ck,ock,a .

a) Berechnen Sie die Gesamtteilchenzahl

N = Z<¢o|ﬁk,a

k,o

®0)

mit Hilfe von ), f(k) — # [ d3k f(k) und zeigen Sie, dass die mittlere Teilchendichte
n=N/V =k}/3r?% ist.

Jetzt fithren wir die Bogoliubov-Transformation auf die neuen Quasiteilchenoperatoren

OA(I]::,O' = ukélt:,o + U—ké—k,—(f (1)

dk,cr = ukék,a + ’Uszétk,fa (2)
durch, wobei

up =1, vp=0, fﬁr’k’>k‘p, (3)

u =0, v =1, firlkl < kp. (4)

Um die Vertauschungsrelationen fiir Fermionen zu erfiillen fordern wir:

2, .2
up v =1, up=u_g, V= —U_. (5)

b) Leiten Sie die inverse Transformation ab, so dass éL , und ¢, durch Quasiteilchen-

operatoren beschrieben werden.
¢) Driicken Sie é,Tc +Cr o durch Quasiteilchenoperatoren aus.

d) Zeigen Sie mit dem Ergebnis vom Teil (c¢) und den Bedingungen (3) und (4), dass sich
der Hamilton-Operator H = Y ko E(k)é,tpék’g wie folgt umschreiben ldsst:

H = EpN =3 ek)iy i, = Y elk)+ D |e(k)la) o0,
k,o |k|<kp,o k,o



