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Systematisch Abw.
°

Beipiele

. treten auf, wenn eine GroRe regelmiaBig zu grol oder zu klein
gemessen wird.

Beispiel 1: Fehljustierung um den Wert Agys
Korrektur:
Yn = Xn — Asys
Asys hat ein Vorzeichen + oder -

Beispiel 2: Mit Faktor a verzerrte Messskale

Korrektur:

Yn = a! * Xn

Asys hat ein Vorzeichen + oder -

Beispiel 3: nichtlinear verzerrte Messskale
Korrektur: Kalibrierkurve y, = f(xn)

Prézision: Beispiel Messschieber 0,05 mm

indirekte Messung:
N&herungen in der Theorie fiilhren zu syst. Abweichungen
Beispiel Massebestimmung: m = G/g, mit g =7
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Verteilung

Empirische Verteilung und Boxplot
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Verteilung

Zahlenbeispiel

n 1 2 3 4 5
n 4 2 8 1 5
X/ mm | 49,75 49,60 50,65 49,20 49,80
n 6 7 8 9 10
n 9 10 3 7 6
xp/mm | 50,75 52,30 49,65 50,60 50,30

Ldangenmessungen
Messschieber—Prézision 0,05 mm
Extremwerte
kleinster Wert: xmnin = x4 = Rang rn =1
grofter Wert: xmax = x7 = Rang r; =10 =N
Quartile
gu = xg und go = x3.
Quelle: Computersimulation
@ normalverteilte Werte,
o (wahrer) Mittelwert 1 = 50 mm und Standardabweichung
o =0,b5mm
o Rundung auf ganzzahlige Vielfache der Prazision
o AusreiBer x7 willkiirlich eingefiigt
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Zufallige Abw.
[ ]

Rechenvorschrift

© Mittelwert der Einzelmessung:

Sx =

N
N1 %)

© Standardabweichung des Mittelwertes:

S =

X VN

@ Erweiterter Vertrauensbereich zur
Konfidenz p:
X+ Ax , mit Ax = kpn - Sy
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Zufsllige Abw.  Fortpflanzung von Abw

Erweiterungsfaktoren &,

normalverteilte Messwerte gleichverteilte Messwerte

N P N P
0,683 0,90 0,95 098 0,99 0,683 0,90 0,95 098 0,99
4| 1,20 2,35 3,18 4,54 5,84 4| 1,15 2,63 3,85 598 8,09
5| 1,15 2,13 2,78 3,75 4,60 5| 1,10 2,26 3,15 4,60 5,95
6| 1,11 2,02 2,57 3,36 4,03 6| 1,07 2,07 2,79 3,92 4,93
7| 1,09 194 245 3,14 3,71 7| 1,06 197 2,59 352 4,35
8| 1,08 1,89 2,36 3,00 3,50 8| 1,056 191 246 327 3,97
9| 1,07 1,86 2,31 290 3,36 9| 1,04 187 2,38 3,10 3,71
10| 1,06 1,83 2,26 2,82 3,25 10| 1,04 1,84 2,32 298 3,53
15| 1,04 1,76 2,14 2,62 2,98 15| 1,02 1,76 2,17 2,70 3,10
20 1,03 1,73 2,09 2,54 2,86 20 1,02 1,73 2,11 2,59 2,94
30| 1,02 1,70 2,05 2,46 2,76 30| 1,01 1,70 2,05 2,49 2,80
50| 1,01 1,68 2,01 240 2,68 50| 1,01 1,68 2,01 242 2,70
100 | 1,00 1,66 1,98 2,36 2,63 100 | 1,00 166 1,99 237 2,64

Die Werte der Erweiterungsfaktoren k, y sind schwarz dargestellt,
falls die Unterschiede zwischen normal— und gleichverteilten Werten
kleiner als 0,1 also praktisch irrelevant sind, und andernfalls rot.
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Systematisch Abw. g Zufallige Abw. Fortpflanzung von Abw. Stationaritat

Normalverteilung (GauR—Verteilung)

T f(x) F(x) 1t
- (ov2m)~! :
40,5
0 T T T T T 0
p—20 p—o I w+o p+20
1 _x=w)?
T — f(x) = e 20
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t—Verteilung (Student-Verteilung)

Intervalle I fiir W (I) = 95%

—— N=4o0 —

v L (5) ey
fu_a(t) = \/‘n-(N—l) ; N—1> <1+N—1)
Mn+1) = n
r(ned) = @0z

-
-3 -2 —1 0 1 2 3

t

Die t—Verteilungsdichte fy_1(t) geht fiir viele (N = 30) Messwerte
in die Dichte der Standard—Normalverteilung iiber:

\%efﬁ/z

Jim fu-a(8) = 5
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Zufallige Abw.

Verteilung

Zahlenbeispiel (Fortsetzung)

n 1 2 3 4 5
Xxp/ mm 49,75 49,60 50,65 49,20 49,80
n 6 7 8 9 10
Xp/ mm 50,75 52,30 49,65 50,60 50,30
Auswertung der obigen Messreihe (ohne Ausreifer x7):
x = 50,033..mm
sx = 0,553..mm
sx = 0,184. mm
kon = 2,31 fir N=9und p=0,95
Ax = 0,426..mm

Rundung:
o Abweichung Ax auf zwei signifikante Stellen immer aufrunden!
o Mittelwert X auf ebensoviele Stellen normal runden!
o Ergebnis:

(50,03 £ 0,43) mm  (95%)
50,03(43)mm (95%)

kompaktere moderne Schreibweise
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Zufallige Abw. Fortpflanzung vo bw. Stationaritat

Zahlenbeispiel (Fortsetzung)

Ergebnis der Messung ..
.. ohne Ausreier: x = 50,03(43)mm (95%)
.. mit AusreiBer: x = 50,26(65)mm (95%)

wahrer Wert: x = 50 mm

wahrer Vertrauensbereich ..
.. der Einzelmessung: 2.0 =1mm
.. des Mittelwertes fir N=9: 2.0/v/9=0,333... mm
.. des Mittelwertes fiir N = 10: 2- a/\/ﬁ =0,316... mm

wahre Konfidenzen
Ergebnis ohne Ausreifer: x = 50,03(43)mm (98,89..%)
Ergebnis mit AusreiBer: x = 50,26(65) mm (95,91..%)

Merke: Angaben zur Konfidenz p nicht iiberinterpretieren!
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pflanzung von Abw

Lange der Messreihe

o Die Lange N der Messreihe bestimmt den Messaufwand.

o Mit wachsendem N wird bei konstanter Konfidenz p das Konfidenzintervall

kp,N * Sx
VN
immer kleiner, denn s, konvergiert fiir N — oo gegen einen positiven Wert.
o Wie klein sollte ein Konfidenzintervall werden?

o Es lohnt nur soviele Messwerte Nmax zu gewinnen, bis das Konfidenzintervall die
Prézision A des Messinstrumentes erreicht.

A =~ kva " Sx
\% Nmax
2
N, ~ kaNmax " Sx
max A

o Fiir die Beispieldaten (ohne AusreiBer)folgt,

2.0,55mm) 2
Nmax ~ [ ——— ] <500
mex ( 0,05 mm ) ~
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Fortpflanzung von Abw.
[ ]

Gaullsche Fehlerfortpflanzung

gegeben:  Mittelwerte X, und Messabweichungen Ax,
Funktion: y = f(x1,...,Xn, ..., XN)
gesucht:  Messabweichung Ay

N of 2
Ay = Z 8—)(” - Axp,

n=1

X1y Xpyee s XN

Sind die einzelnen GroBen x, normalverteilt,

mit den Mittelwerten X, und den Standardabweichungen Axp,
so ist auch y (ndherungsweise) normalverteilt,

mit der Standardabweichung Ay.

Voraussetzung:

of

(X1, Xn+ Dxny oo, Xy) — F(RL, oo Ry, XN) R e -
N 1X1,..,Xny s XN

Ist die Voraussetzung nicht erfiillt, so ist y i.Allg. nicht normalverteilt.
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Fortpflanzung von Abw.

Gr3Rtfehlerfortpflanzung, linear

N

Ave=3| 2

=1 9xn X1, X0 XN

Voraussetzung wie bei GauBischer Fehlerfortpflanzung.
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Fortpflanzung von Abw.

Gr3Rtfehlerfortpflanzung, nichtlinear

Fall N =1:
Ayo = |f(X)— f(X+ Axn)|
Ay, = |f(X)—f(x — Axp)|
Voraussetzung:
f(x) monoton im Intervall [x — Axn, X + Axy]
p/e]
\

%(x’)i-dy, %/

Y # 4R
,;(:?)—A Ya

- ~
X+Ax

>'<|
3
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Fortpflanzung von Abw.

Fortpflanzung relativer Messabweichungen

Funktion
Z(X7y) :a‘Xp.yq

a konstant und beliebige reelwertige Exponenten p und g

0z _ z
™ = p-a-xP l,yq:p.,
X X

10z Ax

SZZAx = p-==

z Ox X

Fortpflanzung der relativen GréRtabweichungen Ax/x und Ay/y:

1 Oz oz
= (1=£a ZA
\z\(ax X'* By yD

Ax

X

Az
z

Ay
y

o 2%+ a
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= Abw. Fortpflanzung von Abw. 25 S H Rechenbhilfe

Fortpflanzung relativer Messabweichungen

Beipiel aus Versuch W05 — Thermische Zustandsgleichung:

Teilchendurchmesser rp von SFg als Funktion
der gemessenen kritischen Parameter der Temperatur, T, und des Drucks, pc.

Parameter: Temperatur ro = 1287Tp
c

T <Th<Ts<Te<Ty<T5

e - 3 1%(” . Tc1/3 .pc71/3
Ar 1(AF 1 Ax)
[} - 3 Tc Pc
pa(T1)

Vs(Th) Ve Vi (1)

17 /22



Regression
[ ]

Regression vs. Interpolation

Gegeben:
Messwerte-Paare (xn,yn), n=1,2,..., N

Vermutung:
Es gibt einen funktionalen Zusammenhang y = f(x)

Regression Interpolation

Yn = f(xn) ¥n = f(xn)
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Regression

e0

Beispiel: Regression

u/v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I/mA |10 21 29 38 51 60 73 78 92 99

10 Lineare Regression:

L U=a+b-1

I * a=(0,03+0,12)V

u/v

5 b=1(99,3+1,9)Q
0 L L L | L L L L |

0 50 100

I/mA

19 /22



Regression

(o] J

Beispiel: Regression

Ausgabe von Programm regression.exe

15.12.2817 89:02:49
y=a+hzx;a 8,629551 +—

0,119109, b
10 -

0,099282 +— 0,001915 (68 %)

¥inl
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anzung von Abw o Stationaritat
°

Stationaritat und Unabhangigkeit

stationér positiver Trend o :. wechselnder Trend
° L]
L] L]
® o .
L] o
* B oo
‘Pe o 0.
e \Q‘.".o L
Ve 0%, 0% o8
o ° LAY

Stationaritat:
Fiir die Fehleranlyse sind stationdre Messreihen erforderlich.
Fiir die einzelnen Verteilungsfunktionen F, der MessgroRen x, muss

also gelten:

Fny = Fny fiiralle ny,mp=1,2,...N

Unabhéangigkeit:
Die Messwerte miissen voneinander unabhdngig sein. Fiir die
Verbund-Verteilungsfunktion F der MessgroBen xi, x2, ..., Xy muss
also gelten:
F=F-F-...-Fy
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Rechenbhilfe
°

CASIO CLASSPAD

CASIO CLASSPAD

7 8 El
4 5 6
1 2 3
Q EXP
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